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AVERTISSEMENT. 


Comme pour le premier Volume, nous suivons a 
le Tome II I’ordre chronologique. Les M^moires 
vont de 1858 a 1872; nous y avons joint des Note 
Hermite dans difr<5rents Ouvrages, quelques pages 
Analyse de TEcoIe Poly technique, et une Lettre 
se rapportant aux functions modulaires. 

II m’est agr^able d’offrir a M. Henry Bourget m 
ciments pour le concours tr6s pr^cieux qu’il m’a a 
revision du texte et dans la correction des ^prei 
calculs ont 6te refaits ou au moins indirectement co 
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Le second sysLeme sera forme des 
cuhiques adjointes, savoir : 

PU 

QU = ( I — \o l^){x'^—- - 

J’omets a dessein les covariants el 
superieur au troisieme, n’ayantpas i 
seuleinent que les combinaisons lin 

aTJ G[ 
6aPU+ f 

ou a et p sont des constantes indete 
la premiere un covariant et la secc 
On en pent conclure que les invaria 
ordre de ces deux fonctions, que no 
de cette maniere : 

S( aU h-( 3 
S((3aPU + 

T ( a U -!- f) 


HKORIE DES FORMES CUBIQUES A TROIS INDETERMIN 

ssions 

(ac — 62 •).{ ad — hc)x'^y -t- (ae -f- xbd — Zc’^)x-y'^ 

-4- ' 2 ( 6(3 — cd)xy^-r ( ec — 
h — {a- d — 'iabc x b^ ) x^‘ 

■+■ (a- e -+- labd — (jac^-i- ^b’^c')x^y 
-+• ( j abe — 1 5 acd h- lo 6^ d)x'y’^ 

-+- (— iOrt</2_i_ iob-e)x^y^ 

-f- ( — 5 ade -+- i ) bee — i o bd- )x-y'* 

-f- ( — ae^ — 2 bde go- e — 0 cd'^ ) xy^ 

-r- (— be- -f- 3 ede — 2 d^ ) y^. 

la pos^, je considere la forme biquadratlque suivaiiLe 
r : 

f = a'- — 24 S a2 „ 8 Tap 3 — 48 S2 

I’on en d^duit, d’apres les fonnules qui vienaent d’etr( 
les deux covarianls g Qlh, oa aura ces formules remai 
r : 

S(aU-hG6lIU)=:- 7^, 

4 

T(aU-i-()pHU}=- i/i, 

cw, Ti ft 11 fi '1 _ ri ft nii \ T21 
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les racines de I’autre forme, c’est-a- 


seroiit 


48Sar^-f- — 96 — ■^4' 



Je reviendrai sur ce point dans un \ 
pose d’etablir entre autres choses 
toujours une substitution linecm 
forme cubique donnee a coefficients 

-t- _j_ 

La in^me chose n’a pas lieu, coinii 
biquadraliquesj ni pour les formes c 


SUR LA RESOLUTION 


DK 

'EQUATION DU CINQUIEME DEOR 


es rendas de I’Academie des Sciences, t. XLVI, i858 (U 


sail que I’cliquation generale du cinquieme degr^ p( 
^e, par une substitution dont les coefficients se detei 
uployer d’autres irrationnalit^s que des radicaux cj 
les, a la forme 

— CP — a = 0. 

ultat remarquable, du au g^om^tre anglais M. Jerr; 
le plus important qui ait (5td fait dans la theorie alg^ 
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analytique. On pent en efFet cone 
lion des equations algebriques so 
celui qui depuis longtemps a ete 
equations des quatre premiers de 
attache. Au lieu de chercher a re| 
cale a determinations multiples le 
ment liees enlre elles lorsqu’on 
des coefficients, on pent, ainsi qu 
le troisieme degre, chercher, en 
liaires, a obtenir les racines sepai 
fonctions distinctes et uniformes r 
Dans le cas dont nous venons de j 

cc^ — 3ar ^ 

il suffit, comine on salt, de repres 
d’un arc a pour que les racines s€ 
bien ddterminees 

OC CC “4- 

A sin 1 sin — ^ 

Or e’est un fait tout semblable qu 
ment a Fequiation 
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suivantes, dont la demonstratioa e 

( (0 ) -f- ( w 


o( 10 + I 
'i( a> -h I 

On en deduit que o ' 

anent en (p(w) et c, d 

conques assujettis a la seule condi 

ad — h 

Les relations auxquelles on parvi( 
importance, non seulement pour . 
ment en vue, mais pour la theorie 
applications a Tarithmetique, je ^ 
pour abreger, aux valeurs de o 
2a congruence 

ad —bc~\ 


a I o 


RESOLUTION DE L EQUATION DU CINQDIE 


et d’ou r^sLiltent autant de formes diffdrentes pc 
■ — " • Cela pose, nous aurons suivant chacur 

a -h 0 w ^ ’ 

equations 


/ c -h doi 

^ \ « -I- 6 CO 


<p(co) e 




/C-hd^\ if 




C -1- lYtO 




<7 -t- 6 CO / 

1 _ ^ » 

cp(co) 

c -4- do) \ 
a -+- 6 CO / 

I i^i 

1 — f ^ 

6 ( CO ) 

c -f- dfco 


a hio / 

^(co) 

c -H do) \ 

_ i];(co) -- 

a ■+■ Oo) J 



[r(c+d) -1) 


Nous rappellerons encore cette propric^td fo; 
designant par n un nombre premier et posant 


r=cp(7lC0), M = ip(to), 


V et u sont lids nar une dauation de decrd n -I- i 


abaissenieat au degre inferieur d’ 

n = j, a = 7 

Bien que nous ne possedions qii 
vaux sur cette question, il n’est 
qu’il a ouverte, de i-etrouver la d 
position; mais on n’arrive ainsi c 
la reduction, et une lacune iin| 
pousser la question jusqu’a son c 
latives qui remontent a une epoq 
dans le cas de I’equation inodulai; 

^6 — H- 5 u- V- ( U- — V- 

on y parvenait aisement en consii 



Efl'ectivement, les quantites 


UKSOLUTION DK l’eQUATION DU CINQUIEi 


Done, il ne restera plus, pour arriver a I’^xpress 
I’equation 

XO X — « = o 


par la fonction qu’a determiner co ou plutc 

dition suivante : 

U I o* f w ) 
v/5« 

Soit, pour simplifier, 

A t/5" 

A = a* 

et prenons pour inconnue ®''(w) ou le module h 
tegrale elliptique; on parviendra a une equal 
degre 

1& -+- A® + i k- — A* /c -H I = (t, 

qui est susceptible d’une solution analytique sc 
precisement ou nous sommes place en ce mom( 


on Irouvera ces expressions des racines 
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salt que son module pent toujours 

— 71 ./I 

limite e ' * = o,o658. On pent a 

vant les puissances ascendantes de 
1 

simplifier = q, 

<i>(a)) = \/-i^5 — q- -H - 

et Ton trouverait, pour le carre et 

«J>2(a)) = 2^5 i/q3([ -4- 2 q — q- -4- 3q 
4>3(a)) = s/^V^^(i-+-3q — 2q3- 

La premiere des series entre parei 
de i] donL I’exposant est = 4 , mod 
des puissances dont les exposant 
= 2 , mod 5. D’ailleurs le clian^m 
a multiplier la quantitd q par les ( 
r unite., 

J’observerai enfin que le sjsteme 
possede, par rapport aux substituti 
la premiere classe, des proprietes 
cp(cL)). Effectivement, en faisant, p( 


LETTRE DE CHARLES HERMITE A M. JUL 


SUR LES FONCTIONS MODE 


« Saint-Jean-de-Luz, villa Bel-air, 24 s 
)) Mon cher ami, 

» Je viensd^gagcr ma parole et m'acquitter bi 
me faut I’avouer, de ma promesse de vous demoi 

concernant les quantiles cp ^ ^ ^ ^ donnees dor 

tide Sur V equation du cinquieme degre. 

» Le bon air de la mer m’a aide a surmonter la 
obstacle a mon travail; j’en profile pour ^chappe 
ma conscience, et, en pensant que vous avez sou 
tide, j’aborde comme il suit la question. 
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« J’y introduirai Lout d’abord la 
lieu des fonctions 0, H, . . , de la se 


= S(— I/' 


i Tl (ire 




['6'o//‘ mon article Sur quelqiies fc 
formation des fonctions elliptique 
el j’ecrirai 

ou plus simplement 

J’ai pose, corame vous savez, 

fk = 7 ( 10 ), 

on aura done 


t/r = 


Oo,i( 


f>o,i (o 


vVF 


00.1 i 

iiTiT 


/ c — c/w \ 
\ a btx> } 


Dans cetle egalite, a, 6, c, d desigr 
condition ad — = i ; ferai la s 

au nremier cas ('naee 4bou6 etes 


l.ETTRE DE CHARLES HERMITE A M. 3ULE 


puis, en supposant b positif, 




/ — i6 (a -4- 6 CO ) 


le signe de la racine caiTee etant pris de man 
reelle soil positive. Nous aiirons I’egalit^ 


fi[j.,v[(« ico)a7,to] == TG,j.^. 


et nous en concluons, pour a? = o. 




» La condition de b positif peut toujours s’ob 
coinme il est permis, le signe des quatre entie 
^tant, la somme S s’exprime comme il suit, a 
hole de la theorie des rdsidus quadratiques 
» Supposons que soit pair. Je ferai b—'i^b 
et I’on aura, suivant que I’exposant k est pair o 



e '* 


le premier est pair, et meme multip 
Ayant done en general 

02[Jl.,2V + l (^1 W) — ( 

nons en concluons Tegalite 

00,1 (w) = 'i'. 0 o,i ^ 


» J’ajoute qu’on pent mettre soi 
quantile 


r Kbd+-’lct. 


qui entre dans la valeur du facteur 


SS 


/ — ib (,a ■ 


Des liypotlieses faites sur les entiers 
congruence 

bd 4- %ahd 4- 
ce qui permet d’eorirc 
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;t-a-dire 


T' = 


lous en concluons 


S'S' 


sj — \ib{a-\- 6 to) 



^o' 
S3 ■ 


> Je m’arr^terai a cetteformule, etje remarquerai en pi 

en passant de S a S', le nombre h est remplac^ pj 

ulle que, ayant pos^ b~ I’exposant k varie ( 

lire d’une unitd. Cela etant, la comparaison des valet 

S' nous donne I’^galit^ 

S — — e 8 S, 

/•2 

ti r^sulte 



T 


Z/'H- lib' 

) Ceci pos^, ^crivons le faeteur ( — i) - sous la form 
employons 1’ expression de S', k savoir : 

— U)'d ■i-'iab' d-¥ah'^c') — ^—Kbd+iabd+ab^c) 

3' = e ^ . = e 8 ; 


aura amsi 
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ce qui a lieu, en elFet, a tl d etant 
sequence, 


(-0 ^ 


» Nous obtenons ensuite, au mi 
notre point de depart, 

U0,1 

la relation fondamentale 


0) 




f c -h dui \ 
\ a + 6w/ 


» On en tire les deux systemes de 
tions <p(to) et pour tous les ca 
6, c, pris selon le module a. ( 
Tableau suivant, que j’ai donne dar 
du cinquieme degre : 



J 


1 


0 
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» Dans la meme equation, je remplace ensuite to par 
dx a b el c d\ il vient 






/'/(■) 


6 CO 


iTZ 

p O 

J>(to) 


assant a I’equation (II), je change to en to -h i , 
— t/, ce qui donne 


[V) 


/ C 4- <5^CO \ ® ( W ) ^ 

\(i -+- bio / 4 '(^) 


a el c 


» Je continue en remplacant, dans (V), to par 
lar b, — < 2 , c/, — c, et j’obtiens 


VI) 


^ \ boo ) 


[b’^—nh —\] 


cp(to) 


» Pour avoir le sjsteme complet des formules che 
Qe reste plus qu’a changer dans cette Equation to en ' 
;n <2 + 6 et c 4- ^1? ; on a ainsi 



!n employant I’^galitti 


cp(to) ’ 

<pf(0) 
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» J’ai a y joindre enfin les forim 
©(t). Je remplacerai a cet effet <5r, I 
change ainsi 


et aus: divers cas 


(I), (II), (III), (I 


se substituent ceux-ci 


(II), (I), (VI), (V 


» Nous avons ainsi ce second sjs 


c d<si ' 

CL “ 4 “ hica } 


) = 


c c/co 

« -H 


/ c d(j} \ _ I 

‘ \a 6a) / cp(aj 

/ c d(ii\ I 


LETTRE DE CHARLES HERMITE A M. JULES TANNERY. 


surtout; eJle repose en entier sur le hasard d’une i 
abi, oubliee et comme perdue parmi tant de d^co 
son genie. Je vous Fenvoie, mon cher ami, valeat 
n vous informant que je serai revcnu dans quelque 
tre disposition pour toutce que vous aurez a me der 
s causerons aussi d’autre chose que d’Analyse, not 
‘ons, nous nous disputerons. J3e ma proximity de FI 
)orte des cigarettes d’Espagnoles ; si vous ne venez 
avec votre collaborateur d’aujourd’hui, votre prc 
ifois, c’est que vous avez le cceur d’un tigre. 

Touts tuns et toto corde. 

» Gh. HERMITE. » 
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DE 

L’ EQUATION DU QU 


Comptes rendus de VAcademie des t 


La theorie des formes cubiqiies s 
plusienrs equations remarquables ^ 
en particulier un role important da 
d’inflexion des courbes du troisi^m 
tions m’ayant fait remarquer qu’elb 
avec celles qu’on rencontre dans ' 
ordre des fonctions elliptiques, il n 
r^ter a ce rapprochement qui peii 

1 C* £? n A*v-» A /* 


EQUATION DU QUATRIEME DEG 

U une forme cubique quelconque, HU, PU, 
les deux formes adjointes du troisieme degr^ 
determinees, S et T les deux invariants de M. 
quantite definie par la condition 

S3+S?=T2, 

ees Equations seront 

(1) = x'* — 6S .r- — 8 Ta? — 3 = o, 

(2) yi (a?) = .r* — 68,372 — STa? — 3 S f =0, 

( 3 ) F’Car) = 12837* 8 Ta?^ — 6 8-372 — 6 ST a? — 

etvoici leurs propri^t^s essentielles. Soientoi 
miere et A une racine de la troisieme, les deuj 

0U + 6HU, ()APUh-QU 

seront d^composables en facteurs lin^aires. 
par 3 , une racine de I’^quation (2) qui a et(^ 
tion (1) en permutant S et S,, on aura 

. 3 


en nommant d le determinant de la siibsti 
duire U a la forme canonique 



OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


a 4 

Ceci pose, je comparerai d’abord a I’equation modulairo 

-+■ 2 — 2 UV — u'* — O 


les equations (f) et (2). On sait qii’en faisant iz = o(io), on a, 
pour p, les quatre valeurs 


V = — ^(3w), 





( 


16 


? 


ii) -+- 2 . 1 6 

3 



or, en posant 


et 



do 


/ 1 — sin^tp 


2 /s* 



/ 1 — sin^cp 



on obtiendra, pour les quatre racines 0 , les expressions suivanles : 


( 4 ) 


Ls 

r, 

, /s 

] 

/a)\ 

_ 

1 

H3) 

r 1 rt ' ' 

) \/S 

L 


0) -4- 16 
3 


I + 2 


(^■‘[10 ) 
w 2 . 1 6 
3 

(p»(io j 


Maintenant, si I’on change S en Sj, afin d’arriver aiix formules 
analogues pour les racines 0, de liquation (2), on sera conduit 
au module 


/I _ Jiv^IL.- 

T-h-t/Sf 


or a la relation S'* + S'| = T- correspondra, entre k et I, celle-ci : 

_ 2 \/k' ^ 
j-hk” 

d’ou r^sulte iinni^diatement cette consequence que I’on passe 
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relation entre le mulliplicateur ]NJ etle module /v, qui est, en fai- 
sant ^ = 5 ( ' ) : 

s'* — 6^- — 8 ( I — 2 /i’2 ) 5 — 3 = o. 

En comparant cette equation avec I’equation (i), introduisant 
le module 

2 y/ S-' 

et faisant usage de I’expression de M donn^e par Jacobi dans les 


(') Jacobi a appel(i le pcemiei' I’aUenLion surccs Equations qui ollVent iin grand 
intdrlit;, en particulicr pour cette thcoric dc la multiplication complcxe, sur la- 
quellc M. Kronecker a rdccmment communique i I’Acaddmie dc Berlin dcs rdsul- 
tats aussi beaux qu’importants. Mais, jusqu’ici, cn ne connaissait que I’dquation 
donnee par Jacobi, ct qui sc rapporte la transformation du cinquieme ordrc. 
Celle que j’ai employee a dtd calculde par le P. Joubcrt qui, suivaiit I’exemple 
donnd par M. Sohnke pour les equations modnlaircs, s'est occupd avec succes de 
leur formation, et les a obtenues pour Ic cinquieme, le scptierne et le onzicme 
ordre, sous les formes suivantes : 


A-'qM + i)’ ("m 


-f- 3 . 2« /f ( 1 1 1 -h 28 A'8 A'8 ) M - 1 - 83 . 2 “ . k"- k'^ ( A" — A'^ ) M" 
-I- 2t. 20A8A'2M«+ 2‘8AV/'qA8- A'=)M'' + 33.28AVr'8M8= o. 

Un autre resultat tris intdressant, obtenu aussi par Ic P. Joubcrt, consistc en 
ce que, si I’on nomme M, M', M", etc. les racinos de I’dquation pour le cinquidme 
ordre, la fonction suivaiite des racincs analogue, ii cclle qui m’a donnd la resolu- 
tion de I’equation de M. Jerrard, savoir : 


( 1\[ - I )= ^ j -I- = 0 , 

-h 3.2 «AVc' 8M« -+- y Pk"'{P— k'^)W = 0 , 
- -b) -h A’ ( M - i)" -i- 

-H A8A'8(A8— A'8) (i5— 2‘’A8A'8 )Mi^ 
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Fundamenta, on obtient, pour les quatre racines 6, les valeurs 
suivanles : 


sin- am ^ K 


sin- am (K -+- t K') 

sin- coam d K 

sin- coam d ( K -i- iK') 

sin^ am ^ iK.' 

. /(T 

t/s 

sin- am d (K — iK') 

y o ^3 

sin'2 coam d i K' 

sin^ coam (K — t K') 


A ces formules je joindrai celles qui repr(^senlent les raeines A 
de bequation (3), et on les fonctions elliptiques ont encore le 
inline module, savoir : 


(6) 


4 

I H- cos^ am - K 

i^/s 

* 0 « ^1/ 

Sill- am - K 

I cos- am ' iK' 

: ^/s i — 

sin- am 


I -t- cos2 am I ( K -h t K' ) 

l/S 

^ sin- am d i K -+- i K') 

3 


I -4- cos^ am ^ (K — /'K') 

i/s— J ^ 

sin- am d ( K — i K' ) 


Voici done, an point de vue ou je me suis place dans mes re- 
clierclies sur I’equation dii cinquifeme degr^, la resolution de ces 
(Equations sp^ciales dii quatrieme degr6 qui s’ofTrent dans la th^oric 
des formes cubiques a trois variables, Ces ri^sultats, ainsi que je 
I’ai dit plus bant, ouvrent la voie pour traiter d’une maniere ana- 
logue I’eqiiation generale, et parvenir ^ exprimer sdpareinent les 
racines par des fonctions bien d^terminees. Mais, avant d’entrer 
dans cette recherche, qui exige des principes dont je parlerai dans 
un autre article, je ferai encore une i-emarque essentielle sur les 
formules pr^cedentes. Elies d(ipendenL du radical y/S, et il ira- 
porte de bien saisir de quelle maniere elles subsistent dans leur 


cune des raclnes cependanL ne reste pas la meme lorsque I’on 
change ainsi le module dans son compl(5ment, on u) cn — el le 
Tableau suivant, montrantde quelle maniere dies s’o^changent alors 
les lines dans les auti'es, fera bien complfeiement saisir Louies les 
const^quences de I’ambiguVtd inlierenle an radical que nous avons 
einployd : 


s/S 


sin* am ^ K 
i 

• 

slu- coam - K 


v/s 


sin* am t'K' 
sin* coam d i k' 


s/S 




sin* am ^ ( K -h i'K') 
sin* coam d (K -r- /K'j 
sin* am q ( h — dv') 


sin* coam ^ — i 1^') 


v/s 


4 .T., 

Sill* am - t Iv 

TT,' 

sin* coam - iK 


v/s 


sin* am I K 

sin* coam K 
■i 


v/s 


sin* am ( K — i Iv') 
sin* coam d ( K — t K') 


v/s 


sin* am d ( K c"K' ) 

4 "! 

sin* coam ( K -l- i K') 


Les fonnules relatives aux raclnes A donnenl lieu ii des rcsiil- 
tats entieremenL semblablcs, et, quant aux fonnules (4), je 
bornerai h remarquer que, les deux modules 


•A v/s* T -1- v/s* 

— et -Lr- 

r v/s* uv/s* 

dtant rdciproques, elles sout idcntiques au fond avcc les for- 
mules (5) et peuvent s’y ramcner par la substitution de a to. 
Je ne m’arrdterai pas non plus aux relations qul existent entre les 
racines de chacune des dqua lions 

f{x)~o, /,(a?) = o, F(.'») = o, 


et auxquelles conduisent alsdment les expressions que nous avons 
donndes. Seulement j’observerai que ces Equations, comme cellos 


1 equation generate dii qualrieme clegrc. xLnectivement, si 1 on 
considere a leur egard I’equation en V de Galois, dont le degre 
distingue et caractfirise d’une maniere si precise ce qu’on pent 
appeler les divers dvdres dHri-ationnalites, on la trouve seule- 
inent du douzieme degre, tandis que dans le cas general elle est 
necessairement du vingt-qiiatrieme. II existe done pour ces equa- 
tions des fonctions non symetriques, exprimables rationnellemcnt 
par les coefficients', et le type de ces fonctions est donne tres sini- 
plement par le pi’oduit des cinq differences des racines. De la de- 
coulent, pour la thcorie des fonctions elliptiques, d’importantes 
consequences, se resumant dans ce fait ; que Le produit de deux 
fonctions w(w) et 'i(o)) est le cube dhine nouvelle fonction 
egalement bien determinee. Une formule depuis longtemps ob- 
tenue par Jacobi [^Fundamenla, § 36, equat. (4)] donnait ddja, il 
est vrai, la notion de cetle nouvelle transcendante, mais sans coii- 
duire a aucune de ses propri^Lds, que je vais indiquer succincte- 
ment en terminant cette Note. Et d’abord je la d^finirai par I’^qua- 
tion 

en faisant toiijcurs ^ de sorte que, relativement a lo, on. 

obtienne une expression entierement determinee. Cela pose, on 
aura ces relations qui se demonlrent immediatement, savoir : 


= cp(w) j;(a)), 



Voici maintenant celles qui se rapportent aux substitutions de 
la forme , a, b, c, d etant des nombres entiers assujettis a 

la condition ad — bc=i^ et qu’il importait surtout d’obtenir. Dis- 
tinguant, ainsi que je I’ai deja fait dans une circonstance toule 
semblablc, ces substitutions en six classes [voir ma Note sur I’equa- 
tion du cinquieine degre (')], et posant, pour abreger, 

2 Z*7C 

— la/i + rtc + h{l — a/j^c) 

P = 6 



(I) 

(II) 
(iri) 

(IV) 

(V) 

(VI) 


c 

H” 

cltu ' 

a 

H” 

b (0 

c 

--h 

r/to 

a 


b (1) 

c 

-l- 

ckii 

a 


b to 

c 


<'Ao 

a 

H- 

b to 

' c 


(tAo 

Cl. 

- 1 - 

b (0 

' c 

•4- 

dh) 

a 

-4“ 

b (0 




-?■/.(■“) Ur) “ 


’-{ab — cd) 


■ [ab — cd) 


) 


^ ?(w) [cl ^ 


‘ tl/(w) \c 

X(l0) /2 


y(0)) hi \ — + 


• \nb -i-cd) 


t|;(w) Va 
y (to) /‘i. 


' ?(w) V''-' 


Les symboles (^|j indiquent, suivanL I’lisagc, Ic caracLere 


quadratique du denominate ur pai' rapport au noinbrc 2. 

J’espere pouvoir presenter dans une autre occasion les cons('- 
quences de ces theoremes pour I’/Vrithmetique. 



SOR QUELQUES THEOREMES D'ALGfiBRE 

KT LA 

KESOLUTION DE L’EQUATION DU QUATRlfiNE DEGRfi. 


Coniptes 7 'endus de VAcadimie des Sciences, t. XLVI, i 858 (I), p. 96 1 . 


On sail que Louie equation f(^x) = o pent etre transfoi'm^e en 
uue auire du meme degr6 parla subslilution j^ = cp(a?), ou ox 

designe une fonction ratlonnelle. Ce precede de transformation^ 
qui est si frequemment employ^ en Algebre, va nous servir pour 
raineuer I’eqtialion generale du quatrieme degre aux Equations 
particLiIieres qui oat ete considerees dans im precedent article, et 
dont j’ai exprime les racines au moyen des fonctions elliptiques. 
Mais, en raison de son importance, et notamment de son applica- 
tion a la resolution de I’equation du cinquieme degre, ce mode de 
transformation m’a paru demander une elude nouvelle, et je com- 
mencerai d’abord par en donner les resultats. 

Soit 

f (x) = ax'‘ -+■ bx'‘-^ -h . . . 4- ffx- -j- hx -+- /c = o 

Inequation proposee; [’expression la plus generale de ox sera , 
comme on le salt, une Jonclion eniiere du degre n — 1 , savoir : 


fp(x) = t-i~ tgX ■+■ t,X- -h. . .-i- 
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liomogene, de degre i par rapport a el de degre 

(/? — \)i par rapport aux coefficients a, b, . . A, A'. Ce degre si 
eleve rend en qiielque sorte impraticable le calcul de I’dquation 
en jk; aussi ce cpii a (Ue obtenu de plus important par la conside- 
ration de cette transformee, en particulier le theoreme de M. Jer- 
rard sur I’equation du cinquieine degrd, ne semble ^tabli qu’a titre 
de possibilite, en raison de Fexcessive complication des operations 
necessaires pour parvenir a un resultal eflectif. Mais on pent sur- 
monter ces difficuUes par la proposition suivante : 

Soit 

t — aT -h A T„ . -T- ^T„_3 -4- A T„._2, 
to = o, Tfl-i- /t_.2 , 


tn~o = -t- b'X „.-j, 

t,i-^ = ill n-’i' 

Cette substitution effectuee dans la fonction pi Id changera 
en line fo action \^idu inline degri par t'apport aux indeter- 
ininees nouveltes T, T„, T|, . . T«_ 2 , inais ddbarrassee de tout 
denoininateur, et da degre i seulemenl par rapport aux coef- 
ficients a^b^ . A, k. De plus, lb, sera divisible par a, de sorte 
que ip,, ne sera que du degre n — i par rapport d ces coeffi- 
cients. 

Cette ]3roposition, tres facile h dtablir, conduit a la vdritable 
forme analytique qa’il esL convenable do donner a la fonction 
de sorte que desonnals la forinule de Lransforinatlon sera ainsi re- 
presentee : 


jK = cp(a.') = ctT -i- n.r 

l'„ - 

T| -1 . . . +- <7.r 

H- b 

-t- b.T 

-1- b.x»-'^ 


-r- C 

■+■ b 


et I’equation transformee par 



ete I’oLjet la theorie des foiictions homogenes a deux indeterminees, 
et combien de notions anal3'’tiques iinportantes cette etude a don- 
nees a I’AIgebre. Par example, ces fonctions designees sous le nom 
invariants, en raison meine de la propriete qui leur sert de de- 
finition, de se reproduire dans toutes les transformees par des 
substitutions lineaires, donnent les elements qui caracterisent les 
proprietes essentielles des racines des equations algebriques, celles 
qui subsistent dans ces diverses transformees ('). D’autre part, la 
connaissance acquise de ces fonctions, et de celles qu’on nomme 
covariants, permet, dans- beaucoup de circonstances, d’obtenir 
sans efforts le resultat de longs calculs qui, sans leur emploi im- 
mediat, n’eussent au fond servi qu’a les mettre en evidence, ou a 
faire ressortir dans une question spedale Pune des proprietes dont 
on possede malntenant la signification la plus etendue. Mais tant 
de beaux resultats, dont la Science est surtout redevable aux tra- 
vaux des savants geometres anglais MM. Cayley et Sylvester, 
semblent ne pouvoir etre utilises lorsqu’on sortde la comparaison 
des equations par des substitutions lineaires de la forme 


(0 


X = 


aX -+- 3 

pm* 


ou blen 



« — '[X 


pour considerer, comme nous le faisons ici, les substitutions les 
plus generales. Effectivement, aucune combinaison rationnelle des 
coefficients yO), />2, ••.,/>« ne fail apparaitre les covariants de 
requation proposee; mais, comme nous allons voir, il arrive qiie 
ces quantites se manifestent, au contraire, immediatement par 1 ’in- 
troduction des variables T, To, T,, . . T„_2. C’est ce qui resultc 
de la proposition suivante : 

Soil 


F(X) = (vx + 5)./(i|:^) 


= AX'‘ + BX«-i -f- . . . HX -I- K = o 


la. transformee par la substitution (r) de V equation proposee, 


(‘) Par exemple, les conditions qui ddlerminent le nombre des racines rdelles 
et imaginaires dans les equations ^ coefficients reels dependent uniqncmcnt des 


1 


o/^ polirra imniediatenient ohLenir <I>, en faisant dans cp, en 
premier lieu : 

To = (aS — Py) (a-h p5)"-2, 

= (ao — Py) §G)"--3(Y-h o5), 

'' ’ j T/ = ( ao — Py ) (a -H pj?)"-2-'(Y -+- 0 Cr-)', 

! T,,,_o = (aa-^Y)(Y-^S^5)'‘-^ 

SOUS la condition cju'apres les developpements on reinplace "Cd 
par Xs>i^ de maniere a parrenir d des expressions lineaires en 
So, Si, . . ., S/i_o ; Gii second lieu, eJ pour ce ejui concerne T, Ur. 
valeur a. substituer se deduira de la relation 

net T -1- ( /I — ^ I ) ^ Ty -t- ( /<• — 'j. ) r '^l 1 -t- . . , -f- a ^ T ;;_3 + h T ,,,_2 
= /I A S -f- ( /i — 0 ^ ) G S 1 H- . . . H- ?. G S/j- 3 H- n S/t— 2 • 

On remarqiiera la liaison quMtablil celle proposition enlre les 
deux groupes d’inddterinin^es To, T| , Sq, S,, 

et le rAle entierement s(5par(ide I’indelei'min^cT. Ces relations (u), 
inddpendantes des coeflicicnts <r/, b, . . ., «•, /i, reprdscnlenL prdci- 
seinent ce que M. Sylvester a nommd une subslilution congre- 
dientc avec la siiljslllutlou binaire 

l X — ax' -H Br', 

(3) , : , 

( y = vx ■+■ oy , 

et le sens qu’on doit attacher a celle expression se Irouvera neilc- 
ment fix^ par celle proposition : 

Designons respectivenient par S et (S) les substitutions (3) 
et ( 2 ); si I’ on obtient S en composant deux substitutions ana- 
logues S', S", de sorte qidon ait 


H. — II. 


S = S'S' 


3 


la substitution (S) sera de meme coinposde de deux autres, et, 
si L’on represente par (S') et (S") les substitutions deduites de 
S' et S", d^apres la meme loi que (S) de S, on aura La relation 

(S) = (S')(S")- 


De la resuUe que toiite fonclion des quailitil.cs P,, Po, P/,, 
iiidependante de T, par exemple toutes les foactions symetriques 
des differences des racines y, scront, par rapportaTo, 


des covariants de la fonction homogene r” 
pardcidier les quantites 



Telles seronl en 


(n — i) Pj — 'iuPo, 


(/I — r) (« — ‘^) Pf — 3 n(n — 2) Pi P2 -i- 3 P3, etc. 


qtii jouent Le principal role dans les recherclies que j’espere pou- 
voir bientot communiquer a 1’A.cademle sur la reduction de Pequa- 
tion du cinquieme degre a la forme oblenue par M. JeiTard. Mais, 
en ce moment, e’est aux Equations du quatrieme degr6 que je vais 
appliquer ces considerations, afin de les reduire a la foinne 

(4) — 6Sa7- — 8Ta; — 38^ = 0 , 


et par la d’en conclure les expressions de leurs racines au mojen 
des fonctlons elllptiques. Je me fonderai a ceteffet sur cette re- 
marque que, dans cette Equation, comme celles de la ihdorie des 
fonctions elllptiques auxquelles elle a ele compardc, savoir : 


r -i- 2 K* v"* — 2 uv — It'* = o 


et 


.3’* — 622 — 8(1 ~ — 3 = 0 , 


Pinvariant quadratique est nul. Or toute equation du quatrieme 
degre 

A -j- .( B 6 Ctr2 4 D .r E = 0, 


oil Pon suppose cette quantile 


I ’equation gene rale 

-(- '\ bx^ -!- () cx- H- .{ dx H- e — o, 
essajons tie deterininer la substitution 


y — ej(x) ~ a'V. ax 

To -r- ax"- 

Ti H- ax'^ 

-^\b 

-t- 4 bx 

-h 4 


-H Gc 

-S- G cx 



— f“ 4 


tie inanierc que, Jans la Iranslbrinee quo nous (-crirons ainsi 
-i- 4 Ibr' -i- 4 ^ ^ 

I’invariant quatli'ati([ue soit egal a zero. On tlevra poser 
1\ — 41^1":) -1-3 P| = o, 

relation tlu quatrienie tiegre par rapport a To, inais, ee (|ui 

jtistifie-precis(''inent le mode de j-eduetion c[iie nous aNons en viie, 
e’est qu’ell(.‘ se deeoin|)ose en deux I'aeteurs, de sorte (|u’cn posaiiL 


f = a T -r- 4 T f -I- e 'P | -h 4 dT iT, v. e T „ 'l\ -i- 4 b To T j , 

I = ae — bd -i- 4 
.1 acc -xbed. — ad- — eh- — «•*, 

on aura I’une ou I’antia; de ees ('([uations dii second degre scuLc- 
inent 

I f / () J -+- ■ \J !•* — ') 

\ V— 3 

If-l- j^(i J - (T„T2 - Tf ) = 0. 

On pourra done, et d’une inlinitt! de inanicres, en s’adjoignant 
de simples racines carrees, determiner une sidistitutioii qui ramene 
toute equation de quatritune degre ci I’equation (4), dont les ra- 
cines ont ete exprimees par les fonctions elliptiques. Et I’onremar- 
quera true t* est bien un covariant de la forme 


,;J-2 (XoT,-TO 
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car celle quantile pent s’oijtenir en rempfacant, clans Fexpression 


' dx- 


d\f 
dx dy 


-+- Ti- 


df-^ 


x-j m'l y- duine part, ^y,, y,- de I’autre, respectiveinent par T„, 
T,, To; cl’ailleurs 1 et .1 sont Ics deux invariants el P — 27, 1 - le 
discriminant. 

Mais il esL une autre ecjualion que prdsente la tlidorie de la 
transformation dii Iroisieine ordre et a laquelle on pourrait, par 

line substitution de la forme 1'= ramener dealeinent Louie 

" '[X -HO ° 

ec[ualiondii quatrieme degrc. Soit, en general, pour iin ordre Cjiiel- 
concpie 

U = yW, V = 


enparlantdes expressions donnces dans les Ftuidanienta pour A 
et a', et d’oii Ton tire 


, - sm coam Aoj.Hin coam/iw, . . .. sin coam( 7 i — 1)10 

V = u — — '■ ) 

A a III Yto.Aaiu jo), . . . , Aiiin(/i — ijw 

le P. Joubert a fait la rcmarque imporlante que les fonclions ra- 
tionnelles symetric[ues des diverses valeurs de V Cjui correspondent 
a toutes les determinations dc to, ne dependent c^ue du produit du 
module par son complement, de sorle cpi’il existe entre V et U line 
equation de degre i , analogue pour plusieurs propidet^s essen- 
tielles (' ) a requation modulaire entre c et a. Par exemple, pour 
/I = 3 , n = 5 , 71 = 7, le calcul clTeclue par le P. Joulmrl cloniic 
les relations 

Vi — 4 U3 U U V -H L'i = o, 

VG— iGUn- H-i5tJ2Vi-M5UiV2-4-4 UVh- U® 0 , 

V 8 _ 64 U' V' -}- 7 . 48 IJG VG _ 7 . 96 U3 7 . 94 Ui Vi 


— 7.48 LJGVa -4-7.12 U 2 V 2 — SUV US = 0. 



<lcpend des iiivai’ianls S eL T, ou ))lnl,(jl de S oL S, ]>ar Tequalion 

A — / _ 
y /=* -f- 1 4^1 

Or ]'] suffit, on inLroduisant unc seulc indeLcrminde, de poser 
l~ oV pour la ramener a la relalion eiilre V eL U. De la rdsulle 
'(pi’eii preiiaiiL pour module 

/,2 = , 

•>. \/S'‘ 

el posaul, pour aUreger, 

cp = d. f Di K - t - m' i K' ), 


on a ces expressions des irois quaiililes o, A el /, savoir : 


•0 = /S 


sin^ aiucp 
siii'-^ coam cp 


r /o i-H cos2 am o 
•). ^ sin 2 am 'p 


S A amp 
Si sin eoainp 


Dans ees formules m eL m! pcuvcnl elvo pris egaux a deux uombres 
entiers quelcoiiques, pourvu qu’on ne Ics suppose pas eii m^me 
temps mils on di visibles par 3. 


SUR 


LA. THEORIE DES EQUATIONS MODULAIRES. 


C. -R., t. XLVIIf, 1859 (I), p. 910-1079-1096; 
t. XLIX, 1859(11), p. 16-110-141. 


On connaU Ionic I’iinporlance dans la llieorie des dqualions 
algcbriques de celtc fonction des coefficients a laquelle a die 
donne le nom de discriminant^ el qui represente le produit synid- 
Lrique des carres des difTerences des racines. A.ussi les gdometres- 
onl-ils rccherclic, surtout dans ccs derniers temps, les mdthodes 
les plus propres a en abreger le calcul. Mais, dans les applications 
a line equation donnee, ces methodes generales sont le plus son- 
vent impraticables en raison des operations laborieuses qu’elles 
exigent. C’est cette difficulte qui m’a longtemps arretd pour for- 
mer la rdduile du onzieiue degre dc Tequation modulaire du dou- 
zidme, la fonction des racines qiie j'ai employee pour effectncr 
I’abaissement conduisant dans les trois cas du sixieme, du hui- 
lidine et du douzieme degre a calculerle discriminant de ces equa- 
tions. J’ai done essa}^ d’etudier en general le diseriuiinant dies, 
equalion.s modulaircs, en prenant pour point de depart les ex- 
pressions des racines sous forme Iranscendante, dans I’espdrance 
d’arriver a un calcul qui put elre effectuc an inoins dans le cas. 
que j’avais en vue. J’>' suis elFectivement jiarvenu, et j’ai vu on 
meme temps cette recliei'che conduire, par une voic aussi siiupln 
quo naturelle, a d’iinportantes notions arithmetiques el a des ])ro~ 
positions qu’on nc trouvera pas, j’espere, sans interdt, sur les 



~ ^ J J — - J- 

oette nature; ceux que je vais etablir dans celte Note et qui, si je 
ne me trompe, tienuent a d’autres principes, coiitribueront, je 
pense, avec ies propositions dues a cet illustre g^ometre, a jeter 
un nouveau jour sur une des plus importantes theories de I’Arith- 
inetique, en la raltachant par do nouveaux liens a I’Algebre et a 
[’Analyse transcendantc. 


I. 


Soit n un nomhrc premier et 0(u, n) — o I’equation modu- 
laire de degrc /? -t- i ; en faisant, pour ahrdiger, 2 = 
trouve tres aiseinent que le produit des carr6s des dilTdrences des 
racines (q jirises deux a deux, et que je tldsignerai par D, a la 
forme suivante : 


D = ( I — )'*+£( «()-(- (i \ ti^ -H u-"’ -I- . . . -h «v ), 


le polynome a^u^ ... dtant r(iclproque, c’cst-a-dire c[ue 
at — et ne contenant ni Ic facteiir ni le factcur i — 
quant au nombre v, il a pour valeur 


V 



— (/I -I- e). 


Cela pose, je vais eu premier lieu etablir (|uc D est un carre par- 
fait. Je me fonderai |)Our cela sur la relation importante donru^e 
par Jacobi, entre le multi[)licateur M, Ic module |)r 0 [)ose et le 
module traiisforme, savoir : 


En posant 


I X(i — X2) 


clQ „ , 

217 = “V. '<). 


— 

du 


— Sr(e, u). 


de sorte qu’on ait, en vertu de I’equation modulairc, 


cetLe relation, si I’on introduit u el v an lieu de '{/ k cL (/X, devien- 
dra 




■r8)0((j, u) 
n u( i — u** j2r( u) 

D’ailleurs, les valeiirs correspondantes de p et de M sont, coimne 
on sail, 

V = [sin coamap sin coam 4 ? • • - coam ( /i -~ i ) p ]. 

/i-i 


sm coam 20 sm coam 


sin am ap sin am 4 p 


4 p ... sin coam ( n — 1) o ~] ■ 

p ... sin am ( /I — 1) ? J 


de sorte qu’en faisant 


K 

0 — — ) 
‘ n 




K-i- tK' 


(ft — 1) K -1- i K' 


on obtiendra siinultanement les 11 -h i valeurs de M et les n -i- i 
racines P05 de I’^qiiation inodulaire. Or les (Equations 

entre M et/c ont pour coefficients des fonctions endures de /r, celn i 
de la plus haute puissance de M ^tant rnnil 4 , et le dei'nier la cou- 


stante nuin^rique 


n — 1 

(-1) 2 


> de maniere que le multiplicateur no 


pent jamais devenir nul ou infmi pour une valeurfinie de /f. Cette 
propri 6 t 6 importante, qui esl due an P. Joubert, montre que les 
valeurs de p et u, qni salisfont a I’l^quation inodulaire et k sa didri- 
vee Q(p, ?i) = o, annulent necessaireinent aussi le di^nominateur 
de M et, par suite, 2 ?(p, a), si I’on exclul les cas liinites, ii — i), 
n® — auxquels correspondent, comme on salt, p = o, p®= i. 
Cette restriction faile, on pent conclure que toutes lesautres solu- 
tions simnltanees des equations 0(p, n) = o, 9(p, sonl 

doubles; ellcs annulent, en eflet, la detcrniinaiUe fonctionnelJe 

dd do d6 do ^ dO ^ dO 

dv dll dll dv dll ‘ dv ’ 


car, a cause de i’equation 9 = o, cette determiiiante conlient 1 (‘ 
facteur 3 (p, u). C’est dire que tons les facteurs du di.scrjminaiit, 
aiitres que n el 1 — y cnlrent an carre, d’oii r^sulte one le 



paire. Mais ce point sera lui-meme compl^tement (ftabli plus tard, 
a I’aide d’line remarqiie que je dois encore placer ici. Multiplions 
memlirc a membre les n + i equations qu’on ddduit de la rela- 
tion 

^j, _ I r(t — r8)0(e, u ) 

/i «(i — n»)2r((’, xi)' 


en y remplacant siiccessiveiucnl e par toul.es les racines de I’ccjua- 
lion modulaire. Gomme le produit des valeiirs de M est ±: on 

Ironvera, en ein])loyant, pour abreger, le signe de multiplication 11, 


I I II e(i — e* ) II 0 ( (’, ) 

rt- I0((’, ll) 


Mais on sait que 
on en eonclut ( ' ) que 


I I p = E ; 


1 1 ( I ()8 ) = ( I )'H-1 ^ 


et il vicnt par consequent 

«) = «)• 

Or, ail signe ])res, nO(e, u) est le discriminant, ct cette relation 
montre qu’on pent le consid6rer eoinine provenant de I’elimina- 
tion de e,'entrc les e([uations 

0((>, «) = o, !?((',«) = 0 , 

• * • 

la seconde etant la deriv^e Cela ])os(b laisons Ic changoment 
de V en «/, et de ii en ee; d’apr6s une propridld fondamentale des 
equations niodulaires, 0 nc changcra pas, ^ = o dcvicndra par 
consi^quent ^ = o, et le discriminant, lorsqu’on y aura mis ee an 
lieu de representera le r(5sultat do I’lilimination dc ii cntrc les 


(*) II suffit pour ccla de poser u = ®(w), puis de changer w cn — b, ct d’lilc- 



equations 




Mills, D no conteiiaiiL quo des puissances paires de cc chnnge- 
monl revlendra a ecrire la lettre f au lieu de d’ou cetle conse- 
quence que. I’enseinble des valeurs egales des racines (’o, ('), ...y 
v„, ne difTere pas de la serie des valeurs de ii qui font acquerir a 
I’equation modulnire ces valeurs egales. 


I. 

... % 

Aprds a\oir et;d)li que le discriminant est un carrd parfaUq 
ce qui permcl d’ecrire desoi'mais 

si I’on pose 

(1/ ^ 9 I n-f-e 

>) ( u ) — ciq -+- rti It® -1- . . . ci\) it®q V = — } 

0 9. 

nous inlroduirons la iranscendante dont j’ai donnd allleurs (') la 
definlLion et Ics pro.prietds fondamentales, en faisant 

K=;(p(a)), 

et c’est ainsl que nous parviendrons a representer explicitemcnt 
tomes les racines du polynome 9 («), en donnant pour cbacunc 
dVlles la valour de to. Le caractere principal de ces valeurs con- 
sistc on CO (ju’ellcs sont Tune des racines toujours imaginairesj 
cello ou le coefficient de t(-) est positif, d’equations du second 
degre a coefficients entiers, et cpie nous designcrons de cette ina- 
niere : 

(o ) Pfu®-i- 2Qa> 4- R = 0. 


A’ous allous donner ie mojen d’obtenir toutes ces Equations en les 


cl’indiquer la proposition suivante : 

A' toulcs les classes qui onL jnenic ddLerminant on setilemeiit a 
certains ordres correspondront toujours, saiif deux exceptions dont 
il sera question plus bas, soil deux group.es, soit six groupes dc 
hult Equations, telles, que dans un meme groiipe toutes les (Equa- 
tions se d(*duisent de I’une d’elles, en y remplagant to par 
to-f-a/n, le noinbre m (Etanl. pris siiivant le module 8. De sorte 
que, si I’on vent avoir senleiuent les valeurs distinctcs de (p*( to), 
on ne eoiiservera qu’une forme de cliaque groupe, alors et sous 
cette eondition correspondront a chaqiie classe deux t)ii six (Equa- 
tions (a). 

D(Esignons dans le premier cas par 

P to- -+- o, Q to H- R — o 

I’une des (Equations, rautre s’en d(E(luira en y rcmplacant to par 
— ^ et il en r(Esultera deux valeurs ©(to) et / ; qui seront deux 

1 -I- (0 ' cp(to) ‘ 

racines rt-ciproques du polynome 0((t). 

Pour le second cas, on aura d’abord les deux (Equations dont 
nous venons de parler, et cbacime d’elles en donnera on outre 
deux autres, en y remplacant to par — ^ et to — i . yVutrement dll, 
les six (Equations rtEsulteront dc I’unc quelconqiic d’entre olios en 
y faisant les substitutions 

CO I I ( 


A. ces six valeurs de to rtE pond enl six groupes do Knit racines du 
polynome qu’on obtiendra par les relations 


cp®((0), 


Cp8( to ) 


■(p®(to), 


I cp *((0 ) cp** ( ti) ) 1 

CpS(tO)’ (p'*(^toj — l’ cp®(to} 


Quant aiix cas d’exception a ces regies, ils concernent les classes 
d(Eriv(Ees de ces deux formes (i, o, i ) et (a, i, a). On rencontre 
les premieres lorsque, le nombre premier n (Etant i (mod /y), on 
pent faire 


n = a--+- 4 
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t 4 


Selon qu’elles preseiiteiit les caracteres propres aux formes qui 
fournissenl deux ou six equations, on n’en doit prendre qu’une 
seule, savoir : 

(.0- — 9, W -r ‘i = 0, 


d'ou 


(0 = I -4- t, o*(aj) = — i: 


OU bien les Lrois suiv^antes : 

w-4- I = 0, 

CO- 2C0 -f- 2 = 0, 

2(0--t- 2 CO -i- 1 = 0, 

crou 

w =1, tp‘*(co) = ^ ) 

cij = I -H t, cp* ( to) = — I , 


— I 

CO = ;> 

I -i- I 


Cp8(o^) =: 2. 


T.e premier cas a lieu lorsque 6 est impair ou impairement pair, 
et le second lorsque b est divisible par 4 dans I’^qualion 

n = cC--!;- l\b-. 


Les classes derivees de (a, i, a) s’olTrent lorsque 

n = a^-h 3 6 -, 

el loujours avec les cai'acteres propres aux formes qui foui'nissenl 
six equations. Mais on en doit prendre seulement deux, qui sont 

to2 4- 10 -4- 1 = O, to- — CO 4-1 = 0, 

el, quant aux valeurs de 'f (m) qu'clies delerminent, eJles dcpcndeni, 
de Fequalion 

tp I ® ( (0 ) !p® ( to ) -)- [ = o . 

Ainsi le facteur 1 se presenlera dans le poljnome G(//) 

poui'/i^rij, I 3, ig, etc. 

Ces pi'cdiminaires etablis, noun arrivons a la fovmaLion memo 



qiii les rentleat posilives, et nous auroas les proposilioas sui- 
vanLes ; 

Prerniiiro scrie : A = (8o — 3«)(rt — 2 o). 

Pour A = i(niod 4 ), loiiLes les classes de dcteraiiaaaLs — A 
|3eiiveaL elve reprcseaLees par des foraies (P, (), R), ou esi 
iaipair et R iiapalreinent pair. Ces formes fourairoat deux 6qaa- 
tioas, doat le lype sera preciseiaeal 

P 10^ -+- 'j. 10 !- It = 0. 

Pour A= — 1 (aiod 4 ), les scales classes de I’ordre impro[)re- 
laeat pidailtif ou dc'i’lvees d’ordres improprcmeaL priniitifs pour- 
roat ^Lre represeuLiies de ai^mc; les auLres seroat cxclues, et clia- 
cune (les premieres fouraira deux ou six dcpiatioas, siiivaaL qu’ou 
aura A = — i ou 3 (aiocl 8). 

Dcuxionic s(M‘ic : A'= 8o(/t — Ho). 

Pour 0 Impair, oa exclul les classes ou les Lrois coeflieleals soul, 
divislbles par 2 ; Louies les autres (buraissent cliacune deux equa- 
tions. 

Si 3 esL pair, oa pread saas exce|)tioa toiites les classes de 
dc^termiaaals — A', et c’est alors seulejaeal (pi’oa l•eacoaLrc les 
yroupes de classes auxquelles correspoadeat six ( 5 (|ualloas. Le 
premier de ces j^roupes sc pr(iseaLe lorsquc o= — 2a(mod8) ; il 
est compose de toutcs les classes doat les coeflicieuts soat di\'i- 
sibles par 4? cL qui, ce factcui' supprimd, constituent Tordre 
impropremeat primitif, aiasi quo les (l(lri\es d’ordres improprc!- 

ment primitifs ('j, de dcterminaul — Le second est doaac' 

par les valeurs de o qui soat multiples de 8, el il est conq)os(i de 
toutes les classes doat les coeflicients soat divisibles par 8. L’luic 
c[uelconque de ces classes, auxc|uelles correspondent six Equa- 
tions, Etant dEsig'uEe par (P, Q, R), conduit iaaaEclialement a 


(’ ) CelLe reunion cl’ordi’c.s qui sc pr^senlc dans les deux sdi'ics de d^tarminanls 
pourrait (iLvc appcl(ic simplcmcnt Ic groupe improprement primitif; cc serait 



r^kfiiatioii Lype 

Pa)2-i-aQa)-)- R = o; 

mais pour les auti'es, aiixquelles correspondent deux equations, 
•et qu’on pent representer ainsi : 

p(A, B, C), 

p elant i, 2 ou 4 ? et A, B, C n’etant plus a la fois divisibles par 2, 
il sera toujours possible de deduire de (A, B, C) une translor- 
niee (P, Q, R ) ou P est impair, R pair, et Pequation en to sera 
encore 

OJ" *)!. 0) — H R Oi 

Une observation essentielle doit etre enfin jointe aux proprie- 
tes ])recedentes : c’cst que, dans la s^rie des Equations dont nous 
•devons donnec la formation, jamais on n’obtiendra deux fois la 
aneme, si I’on a egard a ce qui a ete prdc^demment dit relativc- 
ment aux classes deriv^es des formes (i, o, j) et (2, 1, 2). l^a con- 
sideration des formes reduites permet de le d^montrer tres alse- 
ment, et il en resulte cette remarque qu’un nombre premier n’a 
qu’une seule representation dans le groupe des formes de meme 
'tlelerminant oii le coefficient moyen est nul. 


III. 

Plusieurs des z’csultats precedemment etablis s’etendent aux 
-equations plus generales qui fournissent la relation entre les 1110- 
dules pour toutes les transformations des fonctions eJli))ticjucs. 
Geux que je vais indiquer, en considerant pour I’ordre de la trans- 
formation un nombre n impair sans diviseur carre, montreront, 
je pense, I’interet qui m’a attache a ces rechercJies, auxquelles 
j’espere donner par la suite de nouveaux developpements. Dans 
ce cas, Pequation rationnelle entre p = (A et ii ~ '{/ k est d’un de- 
gre c'gal a la soimne des diviseurs de n, et le premier point que 
j’ai di'i etablir consisLe en ce que, si Ton pose « = o((t)), les ra- 
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5 et 0 , etant deux diviseurs dc /?, de sorLe c|uc n = o6|, m eLaiiL 
pris suivant le module 5, eL ayant la sign! fi call on liabitiielle 
relative aux nombres composes. 

Consid(5ranL eiisuite le produit des carrels des diderences des 
racines,j’ai Irouv^ qu’en le designant Loujours par D, on avail 

ou N, N' et V sont des noinbres enliers dont la determination 
depend des fonctions nuiiK^riques sulvantes, qul s’oH'rent pour la 
premiere fois en analyse. 

Soient S et 8' deux diviseurs de n, tels (]iie I’on ait 

oo' < n, 

la premiere de ces fonctions sera la somme de Ionics les quaii- 
titdsSo', etje la ddsignerai ainsi : 

X;, XOO'. 

Le seconde A'^ sera ddfiiiie comme la pree^dente, mals cn em- 
ployant seulement j)our S et o' les diviseurs dc n qui satisfont a la 
eondition 



Ccla (itant, si el Oas' representent la somme ('L b' uombre des 
•diviseurs de n, on aura 

N = 71 Db — DXs v. ) 

N'=:= nDb'— 

4v = — 5b - N - 4N'. 

Ces quantitds auxquelles conduit immddiatemcnt le discriminant 
de I’dquation modulaire montrent done le premier emploi des 
fonctions A/,, A'^, qul, si on les preiid completes, e’est-a-dire en 
inlroduisant dans les sommes tons les diviseurs dc n, seront de 
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Icur iinprirae im caractere special qui rappelle dans la iheorie des 
iiombres la noLion analytique de parties de fonctions. Telle esi 
encore celLe expression de la somme des diviseurs de inoindres 
quo \Jn^ dont M. Kronecker a inonlre le premier 1’ usage dans lo 
beau travail que j'ai deja cite. Et il semble jiisqu’ici quo ce soit 
dans revaluation des sommes de nombres de classes dc formes 
quadratiques, dont les determinants suivcnt certaines progressions 
dll second ordre, que ces irois fonctions se troiivent appelees a 
joucr leur principal role; inais, a cel egard, j’aurai surtouL pour 
blit de faire ressortir, dans le cas oii ii esL premier, la liaison qui 
ex isle cntrc le degre du discriminant el ces nombres de classes. 
Pour cela, il est necessairc que je d^montre, commejel’ai ddja 
annonce, que le discriminant ne contient pas de facteurs mul- 
tiples aiilres que a el i — dont le degre de multiplicity soil 
superieur ii deux. 


IV. 

Les valeuvs de w par lesquelles les racines du discriminant, cn 
exceptant n = o, = i , out ete exprimees sous la forme 

presenlent ce caractere que deux quantiles tp(a>), cp(a)') sont 
essentiellement diflerentes du moment que w et w' ne dependent 
pas de la meme equation; et il en resulte, en premier lieu, que les 
\aleurs communes que prenueuL respectivement deux racines dc 
reqiiation modulaire pour « = o((u) at ne pourront 

non plus jamais etre egales. Ce point etabli, j’obsein c ensuite que 
le ileterminant Q- — PR de I’equation 


P..,? 1 .. A,.. . 


llples de 1 6 : 


a; = n, ^ ij,'. 


Cela utanl, les deux raclne.s de requaLioii iiiodidaire, cpii de- 
viennent egales lorsqu’oii fail, n = cp(^(,)), .seronL 


o 




dans le cas ou Ton suppose P = o (inod/i), Ja eongruence 
n’admettanl ])lus qu’une solullon a; ~ ix, on aui’ail, Vegallte 


Mais on peuL Loujours faire ei). sorle dVxclure J’un des cas, do 
rosier dans le premier, par cxemple, en liranl [’(Equation eji (o 
(rune forme quadralique (P, R) ou P.ne soil pas divisible par /i. 
Cela pose, I’l^qualion modulairo no sanrail presenter non plus, 

qiiancl on y fail 11 = 0(0), uue Iroisiemc raeine cp fg'ale 

aux prec^denlcs ; car p" devrail ndce.ssairement veidlier, aiusi 
que p el p', la congruence P.2‘-H- 2 Qa? + R =hh o ( mod/?'), c(' (|ui 
est impossible lorsqu’on suppose le module iiu nombre jn'cmici'. 
Or, ayant demonlrd (juc les racines du discriminant ne din'eraieul 
pas de I’ensemblc des valours egales des racines Cq, Ci, . . t->„, de 
I’dquation inodulaire, nous concluons qu’il n’exisLe pas de fa(‘- 
teurs triples dans le discriminant, precisemont de c(! (|ue Irois des 
quantiles e,), (q, ..., <>,/ nc peuvcnl jamais coVncider pour aueiine 
valeur finie de w. Ayant done fall 

D =: ?/,"-'■*( I — a), 

nous pouvons regavder comine indgales ionics les racines tie 
r^qualion 0 (//) = o; el e’est la proposition quo nous voidions 
■etablir alin d’arriver it celle-ci : 

Pout' tout nombre premier /i, la somme des nombres equa- 
tions dedidtes des classes quadratiques de la premiere serie 
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Mais en consideraiil, pour plus dc simplicitc, les scules cqua- 
lions qui fournissent des vaicnrs dislinctes de cp®(to), nous pou- 
vons remplacer cet cnonce par Ic suivant : 

Solent O', et o-o les nombres de classes de la, premiere sene 
auxcjuelles corvespondent deux on six equations, o-', e.L les 
quaiitites analogues dans la seconde serie, on aura, en tenant 
compLe des classes dei-icees de (i, o, i) et (a, i, a) la, relation 

, ,, ,,, ii - — I n-\-z 

9 . ( cr ( — c I ) -f- 0 ( ~ i7.\ ) — V — — — • 

Tel esl done Ic tlieoreme, esseiiiiellement limile jusqu'ici au 
cas ou n est premier, que nous allons verifier par nn cerlaiii 
noinbre d’exemples, en donnant pour chacun d’eiix la serie des 
equalions en (o, ce qui va nous conduire en meme temps a priisen- 
ler des applications des di verses regies enoncees jirecedeinuK’nl 
pour la formation de ces equations. 


V. 


A cet effet, j’emploierai pour abreger la notation suivantc 
( A, B, O') etant une forme quelconcpie, je poserai 

A) = ( A, B, C)i, 

(A, — A-f-B, A — 2B-f-C) = (A, B, C);,. 

11 deviendra possible ainsi de rattacber immediatement les equa- 
tions aux foi'ines reduites, par lesquelles il convient d’autaiit 
inieux de representer les classes, qu’on obtiendra de la sorte les 
coefficients les plus simples et les valeurs de co pour lesquelles les 
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les indelermiuees x cl y etant remplacees par w et i , et (A, B, G) 
(Uanl uac forme reduitc. Je conviendrai enfin de les designer seu- 
lement par leurs premiers membres et de representer respective- 
ment par S et S', pour la premiere et la seconde sdric de delermi- 
ixauts, les sommes de noinbres d’equations donnant des valeurs 
dislinctes pour de sorte que la relation que nous nous 

proposons de verifier sera 


Cela pose, voici, en commencant par les cas les plus simples, les 
rdsultats que I’on obtient : 


u = 3. 

Le nombre v se reduit a zez'O, 0(«) est une constante, et le dis- 
criminant de I’eqiiation modulaire u'' — -t- 2«e(i — u-p-) — o, 

ainsi que le donne facilement le calcul direct, est 

D = «4(| 


n — 5, V = I. 

La premiere s^rie de determinants fou nil t la seule valeur A = i, 
d’oii la classe (i, o, i), qui par exception donne au lieu de deux 
equations une seule, (i, o, 1 ) 0 . La scconde sdrie de determinants 
n’existe pas, et I’on obtient simplemcnt 

0(;i) = I - 1 - D = m“(c — -H n®)-. 


// =7, V = 2. 

l^a premiere sdrie existe seule et donne A = 3, d’ou les deux 
nlas^ec; n. 3V / o. t. oL Mals nn no doit oninlnvor one la olasso 


f f 
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/j! “ [ U = 10. 

La premiere serie donne A = '^7, etla classe improprement pri- 
mitive (2, 1, 4 )' d’ou I’equation type (2, 1, 4 )i- OnadoiicS=2. 
Dans la deiixieine serie A'= 24, et Ton obtient les cpialre equations 
types : 

(■1,0,24), (3,0,8), (4,2,7),, (o, I, 5),, 

de sorte que S'=: 8, S -f- 2'= i o. 

On verra dans un prochain article comment on parvient cnsuite 
a 1’ express! on ( ' ) : 

D = I — 3 I 

X (i — 3 oi gGo/i*-)- 3 j 5 o {92 k'® — 2 178 282 zi-'* — i 092 02()Zi^- 
— 2 178 232 zi*^o-i- 3 55 o 492 — 3 oi 96ozt50_|_ 

Pour les valeurs plus grandes de /?, je resumerai les resultats 
dans le Tableau suivant : 


(') Le calcul fait par M. Bourgot nous a amends a inodifier quelqiies-uns tics 
cocflicients tuimdriques clonncs par Hermile. 15. I’. 















Une consequence importante des resultats pr(^cedeminent expo- 
ses consiste en ce que toules les valeurs de qui font 

acquei’ir des racines doubles a FequaLion modulaire, represenLent 
egalement des modules de functions elliptiques pour lesquellcs a 
lieu la multiplication complexe. Nous avons vu en eft'et quc la 
quantile to dependait de la relation 

AiO'-t-aBco-i- G = 0, 

(A, B, C) etant une foi'me quadratique de determinant negatif, ce 
qui est precisement le caractere essentiel de ces modules. Jc vais 
done presenter a I’egard des equations alg^briques qui servent a 
Jes determiner les remarques auxquelles j’ai ^te naturellement 
ameiie par les recliercbes precedentes, et qui serviront de com- 
plement aux iheoremes fondamentaux deja donnas sur ce sujet ])ar 
M. Kronecker. 

Void d’abord un clioix particulier dont je conviendrai pour les 
formes destinees a representer les diverses classes quadra tiques qui 
appartiennent au meme determinant. En designant ces formes par 
(A, B, C) et faisant A = AG — B-, je supposerai, ce qui est tou- 
jours possible, que C soil pair et A impair, de sorte que dans le 
groLipe proprement primitif (') on aura, suivant que 

A = i(mocl/i), B et ^ C impairs ; 

A — 2 (mod 4), B pair et ^ G impair ; 

A = — r(mod4)i B impair et G multiple de 4- 

En second lieu, et pour ce qui concerne le groupe impropre- 
ment primitif, il ne sera pos^ aucune condition lorsque A == .'> 
(mod 8) ; mais, dans le cas de A = — i (mod 8), nous prendrons C 
impairement pair. Les formes ainsi choisies, et que nous garde- 
rons desormais pour represenler les classes, iouissent de cette oro- 
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jivicLe de consevver les memes caracLeres dans loiiLes Jeurs Lrans- 
fonnoes par des substitutions au determinant iin^ x = aX 4- [3 Y, 
=: *' X + 0 Y, ou j3 est pair, a et o impairs. Cola pose, si Ton 
<lctcrminc (o en faisanl 

A o)- -+- R (0 C — o, 

{A, B, C) representant suceessivement toutes les classes du groiipc 
]:»ropreinenL primitif et de in^me determinant — A, les diverses 
<|uantites A‘ = cp’*((o) seront racincs d’une Equation qiii sera reci- 
proqiie, dent le degre sera double dii iiombre des classes et dont 
les coeflicients seront entiers, en supposant celiii de la puissance 
la plus elevec de x egal a I’unite. 

En second lieu, el. a I’egard du groupe improprement ])rimilil’, 
on obtiendra coininc precedemment une equation reciproque doni 
l(i degre sera encore Ic double dti nombre des classes, mais avec 
une puissance de 2 pour coeflicient du premier termc lorsque 
A — — r (mod 8). Eiidn, si I’on suppose A = d (mod 8), le degre 
sera six (bis Ic nombre des classes, el tons les coeflicients entiers, 
celui du premier terme etant l’unit6. 

\'oi(;i maintenant la metbodc par laquellc on pent obtenir ces 
equations dans Ions les cas. 


VII. 

Convenons, pour metlre (mi evidence le dclermiiiaut des formes 
<)uadrali<|ucs dont dies dependent ])rlncipalcmcnl, deles designer 
par 

I’l (,!•, A) = o lorsquo A ~ i ( mod [ ), 

Fo { .r , A ) z=: o lorsque A rs e. ( mod ). 

le groupe proprement primitif existant seul pour ces deux deter- 
minants. Dans les cas suivants, ce sont les equations quirdpondent 
41UX formes du groiqie improprement primitif qu’il convient dc 
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•lualioa cjiii se I'apporLe a un nombre impair n qxielconque. En joi- 
i^nan-t a cetle equation celles-ci : 



, V * — I 

U* = , 

U^— T, 


, — T 

1/4= r- — ) 

r > + 1 

//S = X, 

I” 

„ 1 

1 {.8 

n^— X , 

i" 

1 (>4 

a- = — 

U^= 1 X. 


(111 en deduira quatre equations en dont les premiers membrcs 
prescnteront cette propriete remarqiiable d’etre le prodniL cle fac- 
leurs qiii scront respeclivement de la forme : 

i“ Fi ix, A j / an — I, an — 9 , a/i — a5, . . . , 

•>." A) I ) an, %ii — 4i •••i 

' A avail t les valcurs < 

j 4 n — 4 — 9) 4 — 2a, . . . , 

\ 8 — r , 8 « — 9, 8/1 — 25 , . . . . 


■i" Aj 

4" .r C“L A) ) 


11 on resiilte que les poljnomes F, (^, A), F2(:», A), A), 

A) s'obtiennent en determinant le plus grand commun divi- 
senr entrc les premiers membres de deux des equations que nous 
Ncnons de considerer, et repondant a deux valeurs de /i, qui seront 
suecessivement ; 



3° 

4 " 



c cl p' elaiU impairs ; 
p et p' etanl pairs; 
p ct p' etant impairs; 
p et p' etant impairs. 



y rempiacera 5 par ~ j , ce qui ramcnera au degre prjmiut ( ' ). 

Enfm, pour passer des equations relatives au determinant — A ii 
celles qui eoncernent le determinant — 4^^: dii fera dans I’equa- 
tion qui appartient au groupe proprement primitif de formes de 
determinant — A la substitution 


X = — 1 - 

a 


-L±I, 

4 v6" 


Et, si I’on reprdsente les classes de determinant — 4 ^? dont les 
trois termes ne sont pas pairs cn meme temps, par des foianes 
( A, B, G), ou C soit pair, A impair, en posant 

A- Ijt) “ 2 to H— G 0 ^ 

les quantites a®( 6j) seront precisement les racines de bequation 
eny. Elle est d’ailleurs evidemment d’un degre double de I’equa- 
tion en x, de meme que le nombre des classes de determinant 
— 4^? dont il vient d’etre question, est double du nombre des 
classes de determinant — A. L’application plusieurs fois repetec 
de ce precede suffirait a donner les equations qui se rapportent 
aux determinants multiples d’une puissance de 4 - Mais ici il con- 
vient de distinguer ceux qui sont le quadruple d’un nombre 
impair de ceux qui sont multiples de 8. C’est aux premiers que 
s’applique sjiecialement la metliode qui vient d’etre indlquec; el 
doreuavant les equations qui leur correspondent seront designees 
par F3(.r, A) = o. En representaiit par F,(5?, A) = o celles fpii 
eoncernent les determinants multiples de 8, on a cn elfet cett(‘ 
proposition que le premier membre de I’eqiiation en x qui resullt' 
du sjsteme ■ ' 

c- — 1 

0((’ k) = o, = .r , 

-f- ] 


analogue a ceux qui ont etd consideres tout I’heure, est le pro- 
duit de facteurs de la forme F4(.r, A), A prenant la suite des 
valeurs /[ (n ~ i), /\(^n — 9), — 25 ), etc. Je n’inslste pas en c6 

moment sur les consequences deduire de E, non plus que sur 



reunions d’ordres nommees gvoupes proprement et impropre- 
ment primitifs, on conclul immediatement les suivanles : 

Ayant represente le systeme des classes de L’ordre propre- 
ment primitif pour un determinant quelconque par des formes 
(A, B, C), oil. C est pair, A impair, les quantiles en 

dejinissant to par Les relations Ato2+ 2 Bto + G = o, soul ra~ 
cines d^une equation reciproque d coefficients entiers dont le 
degre est precisement double du nombre des classes. 

Et de meme, si don represenle les classes de V ordre impro- 
prement primitif de determinant A = — i (mod 8) par des 
formes (A, B, C), oii G est impairement pair, on obliendra une 
eciiiation reciproque dont Le degre sera encore double da 
nombre des classes. 

Mais pour V ordre improprement primitif de determinant 
~ 3 (mod 8), le degre est six fo is le nombre des classes. 

On pent enfin supvoser egal d d unite le coefficient du pre- 
mier ierme dans ces equations, sauf pour celles qui repondent 
d I' ordre improprement primftif, oil il est une puissance de 'a 
lorsque A = — i (mod 8). 


VIIL 

La principale propri^te du poljnome (.t, A) consisle en cc 
qu’il se decompose en facteurs du slxiemc degre de cettc forme 
remarquable 

(x- — rr -(- I p-T- 5((a7- — .r)-, 

de sorte quc la substitution y — ^ — ■ ramene I’equutioii 

.7, (x, A) = o a un degre precisement egal an nombre des classes 
improprement primitives de determinant — A. Gela rcsulte de ec 
qu’on peutreuiiir les racines engroupcs, ou dies sont rcpresentecs 

(') Ell particulier pour les sonimations analogues a celles qui onL 6tc clonuses 
pour ia premiere fois par M. Kronecker. 


par i expression cp» ^ j , «, 0, c, d etanl des iiomnres ('nliers 

quelconcjues, tels qne ad — bc=.\. Or, en I'alsaiit cp8((o)=rp, 
cette expression represciiLc les six valeiirs disLinctes 



et Lelies seront les racines cle requalion 

{x - — X -I- — x)”-— o, 

car on verilie imm^dialement qu’elle resLe la memo qu and on y 
remplace x i — -3?, et des lors par les siibsLitiiLions conipo- 

sdes de celles-la, savoir — ^ — ) — - — , D’ailleurs, p cLaiiLseul 

arbitraire, ceLte equation, qui contient une inddterjninec a, aura 
bien la forme analytique la plus gdn^rale. Elle se prescnte au resLe 
d’elle-mdme, en recherchaiiL dans les cas les plus simples le poly- 
iiome.f((^, A). Partons, par exemple, des Equations modulaires 
pour /I = 3 et = 5, auxquclles on doit joindre, d’apres cc qui a 
et6 dit :■ 

= ! — - . 

I — (>< 


Parmi les diverses formes donl ellcs sont suscejitihles, je choi- 
sirai cellos qiie Jacobi obtientcn faisant q — \ — 2 /c-, / = i — al-, 
savoir : 

{q — /)« = 9 — i;'/ )- H- 9 (/i?> — y /p 7 | . 


En efl'et, ces quantites s’obtienncnt immcjdiatement cn .r, el cn 
substituant les valeurs 



la premiere equation donne 


— X -\-i) [(.r- — X -I- i)® H- (x- — xy] = <t, 



Le facteur commun aux deux cas repond a A = 1 1 , et les aiitres 
aux determinants — 3 , + 19. Pour A = 2^, on Irouverail 

— X 2’. 53 . 3 (a;- — x)- = o. 


En general, lorsque I’ordre improprement primitif de determi- 
nant — A sera forme de la seule classe ^2, i, ^ 

noinbre entier qu’on pourra calculer en exprimant que I’dquation 
est vei'iliee pour 

X = cp*(a)), 

on <l\apr(‘S la condition 


„ A -r- I — I -1- It/ ^ 

2 Hi- -+-2 0)-: =0, O) = 


Soit done </ = on trouvera, en emplojant I’expression de 
Jacobi, 

V 7 TT /- 8 - I )'■ 

\//c/: =/2.v7 . 


cette valeur ou n’entre que rj- : 


_L f "t" -t- 2 '*. 33. 5 . 9 '^-!- 2'’. 3 . 5 . 7 . 7° -h . . . )* 

g- (i — 'ig--i-5g^ — 


et, par suite, en remarquant que rj 


2 — 


28. a = —744 + 


106 880 
e^\/A 


Or, depuis A = 19, les termes de la serie, a partir du Lroisieinc, 
n'influent plus sur la partie entiere, de sorte qu'on a exacteincnt, 
en d^signaiiL par a le nombre entier immediatement sup+u'icur 
a 


a = 



D’ailleurs ces termes negliges decroissent avec une grande rapidite 
lorsque A augmente; il en resulte que la transcendante nume- 
riquc approclie alors extremement d’un nombre entier. Soit, 
oar exemnle. A=X.^. fftii dnnnp. imp spdIp rlnccp imni’nnr'oi^T/anf 


jneine cas, de sorLe que, dans la quantile la panic deciinale 

cominencerail par line suite de douze chifl’res egaux a 9. 


IX. 

L’etude des fonctions F, A) el F2(:r, A), qui se prdsentcnt 
avec ies memes propri^Lds, conduit a des ri^sultaLs analogues a 
ceux que nous venons d’indiquer relativeraent a (a;, A), Landis 
que A), qui correspond a I’ordre improprement primitif des 

classes de ddterininant — A, dans le cas de A = — i(mod8), 
semble devoir rester entierement en dehors de cetle analogic. Re- 
servant pour un autre moinenl P^lude de celte fonclion, je me 
borncrai maintenant aux r(^sultats qui conccrnent les deux pre- 
mieres, et dont voici la principale pro|)ri6t6 : 

Si Ton exceptc les cas de A = i, A = 2, rensemblc de leurs ra- 
cines pent (Hre decompose en groupes, qui eliaciin en comprcnuenl 
quatre que I’on pent representer aiiisi : 



A-v/p-y 1 

( ' /p \ 

P3 

y-Hs/?;’ p’ 

Vr-/pJ 


II s’ensuit qu’elles sont decomposablcs cn I’acleurs du quatrieme 
degre de cette forme 

( a" -h I -V- a.r (rp — 1 , 

et qu’on pent ramener les deux equations 

Fi(a", A) = 0, Fsl-z-, Aj = o 

a un degrd quatre fois moindre, moili^ par consequent du nombre 
des classes de determinant — A, par la subslitulion 

(.V -+- 1)^ 

y i — ‘ 

— i)'-* 

Les considerations arltbm^tiques qui conduisent ^.ce r^sultat 


6v. 
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exceptions ei-dessus mentionnees de A= i, A = 9. S’il se reduit 
a deux, a sera im nombre entier. qu’on poiirra calculer comme il 
suit : 

i" A s.= I ( mod 4 ). 

fjcs deux classes sonL alors represeiitees par les formes reduites 

(I, o, A), -i, r, — — 

\ 

el la premiere donne I’eqiialion 

(I, O, A )2 = 0, 

d'ou 

(1) =; t -+- I y/A . 

II sulTit done d’exprimer qiie 

(.r -f- I j'- -h a.r(ir — 1)2 = 0 

a lieu j)oiir 

.r = o8( to), 

ce f[ul donne, cn faisant q — 


[04 -+- 4 3729' ■+■ 96 7 . 56 -h. . . ) , 


iGa = — 


et par suite comme, d’apres la valeur de to, cj — — 

/■ ^ /T , 4372 c)G 256 

[6a — cTt/A _ loi _l_ 

^TCy/A e27t/A 

Or depuis A = g, on peut se borner aux deux premiers Lermes de 
cette suite, et, si I’on designe par a le nombre entier immddiate- 
menl superieur a on aura exactement 


a — 1 04 
16 


Memoirc), on obtieiit les resultats suivants qtic I’cniploi cle la for- 
mule pouri'a scrvir a verifier, savoir : 

( .r + I (x — i)^ = o A = 5 , 

( X I )''■ ') . -.i**,/- ( .r — i )- = o A = 9 , 

(a? 1 )' -i- 3’*. (x‘ — 1)2 — 0 A = i3, 

{x 1)'' -!- ') .'V* . X {x — l )2 = 0 A = l 3 . 


•J° 


A - -2 ( mod 4 )• 


Les deux classes, qu’oii suppose seules exister, sont represenLees 
par les formes 

( f , O, A), ( •>., (), " ) i 

a la premiere cori’cspond la valeur 

CO = i v/a, 

d’ou 

q = 

ot, tout a fait coninic preccklemmenl, on esL conduit a rcx[)rossion 


1 () a 




fjKy^A 10 1 _f_ J _|_ 


4372 962 SC) 


ck/A eSTCv^A 


Kn desig'iiant encore |)ar a lo nomhrc enlicr imni('idialf‘ment su- 
pdricur a on aura la formulc 

a -f- lo.) 

a = T. — > 

I () 


qiii sera applicable a partir de A = lo. 

Les determinants cpvi ne fournissentque deux classes dans I’ordre 
primitif seront 

— (), — 10, • — 18, — 22, — 58 , etc.; 

si on les joint aux precedents, ainsi qu’a ceiix dont il a dejt\ dte 
question a propos du polynome if, (a?, A), on aura autant de cas 
dans lesquels laquantite approclie d’autantpliis d’lin nonibre 



Void les equations auxquelles onparvient, comrae on ya le voir, 
par la metliode algebrique generale, savoir : 



X- — (itc -f - 1 — 0 

A = 


(x-i- [)^ — 

3 -,a'*.x (x f)2 =: 0 

A 

6, 


0 

II 

1 

A = 

10, 

( a:- -f- 1 ) ’^ — 

7-. (x — 1)2 — 0 

A =: 

18, 

(X H- l)i — 

I i 2 . 3 ’'-. 2 '‘-.r(.r — 1)2 = 0 

A = 

Xi. 


On rcniarquera que le coefficient numeriquc — a cst toujours 
un carre divisible par A, sauf le cas du determinant — i8, le scul 
qui, n’etant pas le double d’un nombre premier, ne renferme ce- 
pendant que deux classes dans I’ordre priinitif. Mais, lorsqn’on a 
A = 1 (mod 4)5 c’est la quantite a -4- 16 qui contient A en I'acLcur 
lorsqu’il est un nombre premier, et le quotient ” se presenle 
toujours comme egal a un carre. La m^me circonstance se rc- 
marque dans les equations 

{x~ — X i )* -{- a ( — X)- ~ 0 ; 

a regard de la quantite 4 ^- ^7 (')j <41^^ dgalement le produit 

<le A par un carre, lorsque A estun nombre premier. 


X. 


Le calcul des poljnomes F,(.2;, A) cl A) rejiose, comme il 

a ete dit, sur la formation de I’equalion qui resulle du sjsLcmc 


a / ^ , P — I 

0 ( (’, ei ) = o, ii* = — — 


■ou 


0(p, ft) = O, ll* = — 


(’) L’identite 
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cnfaisanl ii^ = x {'). Les quantiles A, qui r6ponclent dans les deux 
cas aiix valeurs de n pour lesquelles on poss^de r^quation modu- 
laire, sonL indiquees dans ce Tableau : 


n. 

A = I 

( mod 4 )• 

A 

= 2 ( mod 4 ). 

3 

5 



2 , 

6 

5 

1 , 

9 


6 , 

10 

7 

5, 

i 3 


10 , 

i4 

1 1 

i 3 , 

21 


0 , 

18 , 22 

t3 

f , 

>75 

2 5 

10 , 

22 , 26 

'7 

9, 

2 '>, 

33 

18, 

3 o , 34 

19 

i3, 


^9 

2 , 

22 , 34, 38 

remarc|ue quo 

11 

= I 1 

conduit 

a trois determinants 


= 2 (mod 4)) aux-quels correspondent seulement deux classes 
dans I’ordre primilif, le ddlerminanl — i 8 foiirnissant en outre unc 
classe derlv^e de (i, o, 2). Ce cas donnera done les poljnomes 
Fa(^, A) pour les valeurs A — 2, (>, 18, 22, et nous Ic clioislrons 
comme exemple de la marclic qu’on pent suivre dans ce genre de 
calcul. 

J’observe a eel elTet qii’en disposant dans iin ordrc eonvcnalde 
les tenues de re([iiaLion donnee par M. Sohnke, on pent I’dcrire 

4^2 — u^- -1-44 u“e'’ (e'' — «'■ ) - 1 - i()j v'^ -- n '^ ) 

-I- 44 u-e-fe'- — u'^) -1- — 22 «^) -!- 88 

-H 1 3'i a'^ (’■' — 1 32 — 88 e* -t- 22 ue ( e* h- u^) — 82 up = o. 

oil bien, en inettanL en dvidence.le facLeur — u\ 

(p’*- — u’^)(p^ -+■ 44 -4- i()()K-^e'* -1- 44f^^e5) 

H- 32 — 22 li® p® (p® -H u®) -f- 88 a® p® -1- 182 u"^ p’’ 

— i 32 j«® p® — 88 it®p® - 1 - 22 up(p® - 1 - ^^®) — 32 MP = 0 . 


i'U 


8 


(') Le systfemc 


0 (p^ a) = 0, 


e 

ii 


It'* = X 



Or en faisanl iiv = (p, la relation 



, v'* — l 

U-, = 

-h I 

ou 

U'* -J- -r- — I 

(lonne 

4- u’>^ — I <!'+, 


('8 = 1 — 4 «’’► -h 

p'» — u* = \/ 1 — (i -f- (,p8 ; 

de sorte qu'on |)eiit immediatement dediiire de I’dqualion modii- 
laire une relation contenanl seulement (i>, savoir : 

I =— () uri- -f- (IJ 8 ((ps -H 44 (.v 6 -(- | 6‘2 •+- 44 w- i) 

-I- I o (!' f (pio -+- II -i- oa (.p'> — aa — 1 1 w- — i ) = o. 

Or, en faisanl disparaitrc le radical on parvient a une Equation, 
reciproquo oii (v-, ce qui conduit ii poser 



el Ton trouvc alnsi 


ou 


(-- — 8) ( 44 ^ -r- i6o)’ — ioo(s — a) (;s'- H- 122 3a)2 = o 

2(2 + 4)’-(2 — ao)(22-h 192) = O. 


Maintenant nous observerons qu’en faisant = t, on a 


w'* = \fx 


I — \/x 
1 - 1 - \/x 


et 


, I 
w* -I 


(x 1)2 
^x{x — 1) 


Ainsi Texpression dont il a ete deja parle comme en- 

trant essentiellement dans la composition des equations que nous, 
voulons obtenir, se presente ici d’eile-meme, et, puisquc 




4 , 
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11 cn resulle que rcqualion cn x esL le pi'odiiit des facLeurs sui- 
vants : 


et 


(07 -1- 1)^ 2^07(07 — l)-, [(07 -+- I — 32.2^07(07 — 1)®]^, 

[(o7 -t- l)^ — ~ l)2]2 


(.r - 1 - i)'^ — I l 2 . 3 '^ 2 >o"(o’ — 1)2, 


le dernier, qui repond a la valeur la plus elevde de A, etanl le seul 
qui n’enlre pas an carre, car 


(,r 1 j'*- -- '>>07(0? — i)2 = (.r2 _ 607 -f- 1)2. 

Et, coinme ils sontecrils cn suivant I'ordre des valenrs croissanles 
de la quail Lite a, ils correspondent respeclivement ^ A=2,6,i8,22, 
puisque, absU'aclion I'aite du signe, a augmente avec A d’apres la 
relation 

f (■) a = — ( ■+■ ( o i -I- . . . ) . 


XL 

Lc poljnomc A), dans le cas le plus simple oii Ton a 

A = s’ohtient imin^diatenient par Ics Equations fondaincntales 

It- = r~f «** = I — 07, 

2 1(72 

eii SLipposant e = et supprimant dans le rdsiiltaL le iacteiir Xi 
On trouve ainsi I’equation 

iGo’® — 3 1 07 H- ifi = 0 . 

Pour Ics valeurs suivantes de A, le calcul devient plus diflicile, cL 
e’est en rocourant a des inc^thodes partlculi^jres que le P. Joubert, 
dans un travail important surle discriminant des Equations cn 



Alors on a, dans I’ordro improprement primilif, deux formes 
conduisant aux equations tjpes 

(■2, 1, 8)i = 0, (4, I, 4). = o; 

et, si I’on fait pour un instant 

(4, I, 4) = 0 OU 2 Qi = O ^ =z (lu), 


on troiivera tres aisement Pequalion en en remarquant qu’on 
pent ecrire 

2 

2 W -4- I = , 

Oi 


d’ou 


4 '( 2(0 - 1 - i) = 




et, par suite, en elevant a la puissance quatrieme, 
I -i- (I'^Cco ) ao^Cco) 

Comme on a d’ailleurs 


[o^(a)) - 4 - <l/^(co )]2 = [-1-2^2^ 

on trouvera 

1 -4- y/ 1 H- 2 = 4?) 

ce qui donne 

a- 2 )(^^- 6 t 4 - 4 ) = o. 

Le facteur du second degr^ convient seul, et Ton en tire Teqiia- 
lion en .r, en remarquant qu’on doit supposer 


de sorte qu’on aura 
el, par suite, 


X = cs8(to -4- l) 


^ = _ 


cp 8 (a)) 
o**(io) 1 


{x-iy- 

2*(a7 — i)i -4- — i)2 -4- 3:^2 _ o_ 

Cette Equation, conformement a ce qu’on a dit en gdnc^ral, a 
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millf ( ' ), savoir : 

(t — I -h 9.®./i7af(a7 — 1 )- -h 2 '®a 72 = 0 , 

et de verifier ainsi que dans celte Lransformee le coefficient de la 
puissance de x redevient ^gal a I’unite. 


xir. 

Nous possedons maintcnant Ions les elements qui figurent dans 
le discriminant de I’dqiiation inodulaire du degre, qui sont les' 
facLeurs relalifs a I’ordre improprement primitif de determinant 
— et a I’ordrc primitif de determinant — 94 . Le premier, comme 
on vient de le Lrouver, est i6x- — 3i^4-i6. Le second doit etre 
lii'e de requation 

(t -t- f)^ — 3-.9>«‘(r — 1)2 = o, 

qui correspond au determinant — 6, en y I'emplacanl x par 

I a" -+- ( 

’ 

cL faisant disparaiLre \J x par I’elevation au carrd. On trouve ainsi 
I’expression 

.rs — 3 ()i 9()oa7" -h 3 :)')o 49'ia7“ — 2 178 — i 099. oaG-r’*^ 

— 9. 1 78 239 . 37 * -H 3 a.'io — 3 oi 9603" -f- i = o ; 

ce qui conduit au resultat deji\ donne, et qu’il eut etc bien diffi- 
cile, comme on voit, de tirer algdbriquement de Tequation modu- 
laire. II ne me reste plus, pour terminer cette parlie de mes rc- 
clierclies, qu’a indiqtier un moyen de le verifier, cc qui sera I’objet 
d’un procbain article. 


XIII. 
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qu’on suppose n un nombre premier, faisons, pour un instant. 


(0 


/ — - D 


Celle expression sera non seulement rationnelle et entiere en 
puisque D est un carre parfait, mais les coefficients des diverses 
puissances de a seront eux-m^mes des nombres entiers. Or, en 
remplacant ces puissances par leurs expressions |sous forme de 
series infinies en fonction de on parvient a un resiiltat 

dont la A'aleur, par rapport an module premier s’obtient comme 
il suit. 

Faisons 


fiq) = , i = i — q-\-‘).(i - — 4 <7‘ 

( i — ^j(i -f- j( t -r- . 1 1 1 J 


()y»- 


et, par consequent. 


u — o{<m)=z s/i\iqf{q)^ 


on aura cette congruence 

to = ■! ^q) ~~ [f{q) + %qf\q)'\~ 


* fiq"") 


mod n, 


dans laquelle le coefficient de la puissance la moins dlevee de ^ a 
ete conserve sans addition ni suppression de multiples de /?, ce 
qui permet de determiner le facleiir numerique qui doit etrc joint 
aux divers polynomes en u, que maintenanl nous connaisson.s dans 
les cas de n — ii? afin d’obtenir pr^cis^ment la valeur 

de cD. Ce facleur, comme on voit, est toujours une puissance do 2; 
ainsi, dans le cas de /i = 1 1 , on aura 


CD = (i6 — .Hr 16 j^ifi ) ( [ — 30 [ _ 
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comme nous I’avons aiinonce, Ic discrimlnanL de l’c([iiaLloii niodii- 
laire dii douzi^me degre. Je remarquc a cot cHel (]uc Ic i^olynomc 

I — ,'jo [ ()()0 3 ;VjG -i- . . . 

se rcdiuL sui\anL le jnodiilc i i a celte expression siin|)le 

el qii’on Lronvera par suite 

( ir") - ti^ ( I -T- 3 — 3 «-■' — 3 //.•'- -i- u'<<> -1- . . . ) ( 1110(1 M ). 

Vlaintenant, si I’on met a la placa; des diverses puissances do u 
leurs dcvelop|)cnienLs ea i’onetions do q, il ^icndra 

(Q ( /'i v'y)" ( I — '^q 4 57- 3 ( 7 ^ 4- 4 g'>- -1- 3 (y- -i- . . , ). 

Or, e’est precisemciit lo rcsultat auquel conduit la oongruciicc!, eii 
laisant les developpcmenls indiques, d’oi'i rdsulLe la Norilication 
<{ue nous desirions obtenir. 


XIV. 

C’est a ce point (juo je me suis arrcLc jus(|u ici dans rdtude dcs 
cc[uations modulaircs, ct il no mi' restc plus, on considcrant en 
particulier celles dii sixieme, du luiitieme cl dii douziomc degri;, 
qu’a donner la metliodc ([uc j’ai suivie ])Our on (.Icduirc dos reduites 
crun degrd moindre d’line unite. Galois, ainsi que je Fai deja dit 
an coinmcncement dc ces reclicrclies, a le |)remier decouvert le 
fait si remarquable de celte rdduclion, au double point de vue de 
la thiioric des fonctions elliptiques et de FAlgebre, ot voici, dans 
ses iddes, le theoreme qui sert de ])rincipe fondamcntal. 

Remarquons pr^alablement qiie los racines dc Fcupiation modu- 



uLi in et m' sont deux nombres entlers qu’on jDeut mullipliex' par 
nil nieme facteur sans changer la valeur de c. II en resulte que c’est 
iiniqiiement le rapport ^ qiii definit cliaque racine, et, comme les 
deux termes sont pris suivant le module /x, il recoit d’une part la 
valeur co pour ni = o, et de I’autre la serie des ii nombres entiers 
o, I, 2, /I — I. On est done conduit naturellement, pour re- 
presenter les racines de I’equation modnlaire, a la notation 
k designant et devant representer les n + i valeurs oo, o, i , 
2, . . n — I . Cela pose, voici la proposition de Galois : 

Toiile fonction ralionnelLe non symeirique des racines Ok 
qiii lie change pas en remplacant les divers indices k par 

!-/• ^ etant des nombres enLiers pris suivant Le mo- 

dule n et le determinant ad — cb n etant pas =o (^), sera 
exprimable en fonction rationnelle de u (-). 

J’ajouterai la remarque que ce theoreme subsistc en particulari- 
sant la substitution manierc que ad — be soil residii 

(juadralique de /?, pourvu qu’on s’adjoigne le radical 


v/ 


» — I 

1) ■ n. 


Tel est, par exemple, le produit des differences des r'acines 
ri(oA — Vkf qui change de signe on se reproduit exactement, 

lorsqu’en remplagant k par cid — be est non residu on rd- 

sidu quadratique de /?, et qui s’ exprime, comme on I’a vu au jia- 
ragraphe XIII, par une fonction rationnelle de u a coefficients en- 
tiers, mais affectee du facteur 




n — 1 


En effet, nommant F et F' les deux valeurs que' pent prendre une 


(') M. SeiTct a fait des substitulions de cette forme I’objet de ses I’echerchcs 
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fonction rationiielle des raciiies invariable par les subslitutions ou 

p p/ 

ad — be esl rdsidu, les denx expressions F F', r reste- 

ront invariables pour la toLalitd des substitutions, et s’exprime- 
ront rationnellement en d’apres la proposition de Galois; il en 
rdsulte que F et F' s’exprimeront elles-m^ines sous la forme an- 
noncee. 

Ce point essentiel dtabli, la question de rabaisseinent des equa- 
tions modulaires k un degre inoindre d’une unite ddpend d’une 

dtude plus approfondie des substitutions dont quelques 

traces seulement subsisLent dans ce qiii nous a ete conserv(5 des 
travaux de Galois. C’est en suivant la voie qu’elles indiquenl que 
M. Betti a relrouvd I’imporlantc j'u’oposition relative aux eejuations 
du sixieine, du buitieme et du douzieiuc degre, et 1’ extrait suivant 
d’une Lettre quo m’a fait I’lionneur de in’adresser ce savant geo- 
metre montrera comment de cette manicrc se presentent les resul- 
tats auxquels de inon cole jc parvenals par une metliode toute 
difl’(^ rente : 


« Pise, 2 1 mars iS nj. 

)) Dans un M6moire Sopra V abassamento detV equazioiii mo- 
dulari, publi6 en iSo.'! dans Annati di TortoLini, j’ai fait 
I’tHude des substitutions 

. . ak-^b 

cM' 

pour ddimontrer la possibility do I’abaissement des equations mo- 
dulaires, et j’ai obtenu les rdsuUats que vous me communiquez 
dans votre Lettre. 

» Void pour le module premier ?i = 4/^4-3 les expressions 
c[ue j’ai trouvyes alors pour la dyeomposition en /^ groupes du 
groupe dont toutes les substitutions sent donnyes par la forme (i) 

r\\\ rt rJ /:»cr rl/i #■» 




k — 


k — < 


k — 


ff^-ok, 


iin gi'oupe [/i, 9 (A')] de ^ ^ ^ sabstiluLions de la forme (j) 

Lelies, qu’en faisant sur ce groupe les subsLitiUioiis (A', fc -j- i) on 
obtient n groupes, dont I’ensemble est le groupe propose. 

» Or si n = '] on a deux racines primitives ^ = 3, i'’ = 5 ; 5 — i 
est residu de y eL les deux puissances impaires de 5 inferieures a 5, 
c’est-a-dire 5, o'* verifient la congruence 


: 2372 _|_ 0,37 _{_ l) (^'^72 -t- 37 -i- l) = O ( mOcl 7). 


» Done, lorsque = on a deux sjsLemes dc valeurs ])our 
.9 (A'), a savoir : 


0 ( k) ^ a 
en pvenant = 3, et 


k — ‘M 
k — b 


k — b 
k—ib 


c, , . k -h 7 . b A H- A 

^(k)^a , , , — a 


A- + A 


k-h'ib- 


ak, 


ak, 


en prenanl "•= 5, a et b designant des r^sidus dc 'j. 

)) Si = 1 1, on a quatre racines primitives : 2, 6, 7, 8 ; 2 — i csL 
residu de 1 1 et les puissances de 2, impaires et infdrieures 9, vc- 
rifient la congruence 

( 4 272 — 6 .r I ) ( 4 372 — 3 37 -r- I ) = o (mod 11). 


De meme, 6 — i est residu de j i cl les puissances dc 6 impaires el 
inferieures a 9 verifient la congruence 

(8372 -H 037 -i- (3372 -I- /j37 _j_ ^ O ( mod I l). 


)) Or, si I on prend g' = 2, a el b residus de i i , on aura 


Q(k)~ a 



— a 


k~b 
k — 2 A ’ 


ak. 



et, si Ton prend ^ = 6 , 


)) ljUb iauiuc 5 > piiiiiitiN u ?5 y UL o iiG |ULU^^cut [jy.r 5 tu: ici pru|n jruc 
cle rendre g — i residu de ii, et la congruence lorsqii’on y fall 
«•=: ’j, 8 n’est pas salisfaite par les puissances dc -y et 8 impaircs 
et inferieures a 9. 

)) Les substitutions 0 (/i'), 2 r(/f) jouissent de la [)t'oprieLe d’etre! a 
lettres conjointes, e’esL-a-dire qu’en divisant les letlres en sjs- 
temes de deux lettres cliacune de la maniere suivante : 

Vg-iVn.^, V gA'I-V ^ 

tOLite substitution 0(/i), ecliange entre dies les lettres 

d’un systeme, on change nn systeine dans un autre. 

» Dans Ic cas de 11= 5 j’avais obteiiii des resiillats seinljlables 
aux precedents ct forme un groiipc de douze permutations cn con- 
siderant les trois substitutions 

j, :i^, 

et celles qu’on en deduit cn les composant entre! (illcs. ... » 


XV. 


C’est sous uu point dc vuc bien dillerent epic je vais maiiiLcnant 
trailer les monies e[uestions. Ainsi, laissantele c6te toute considera- 
tion relative aux de:com|)ositions de groiipes, jc ddfiiiis, a priori, 
pour n = 0, -j, II, les rae:incs z des e't[uations re^duites du cin- 
quienie, du septieme ct du onzieme degre:, dc cette maniere, savoir : 

n— 5 , = (Voo — i’i) (riH-,- — t’k-hi) ((’2-1-/— ^3-1-/), 

n= 7 , Zi — vi^i — ( (’2H-/ — ) ( f — Co-i-/), 

n = 1 1 , Zi=.{p„ — Pi) {Pi^i - — (^8+e) (f^a+t — ‘'o+e) 

( *^0-1-/ — ^7^-,:) (rs-i-t — ej o-i-r)i 

les indices i devant dtre pris respectivement suivant le module n. 
De la sorte on oblient trois systeines de n fonclions rationnelles 


substitutions 



Jl en resulte, par des compositions siiccessives, que ces systemes 
demeurent invariables pour les substitutions ( ) > oii a est un 

rcsidu quadratiqiie quelconque de n. Maintenant il est visible qu’ils 
no cliangent pas non plus lorscju’on fait la substitution 
si Toil verifie encore qu’il en est de meme a I’egard de cellc-ci 


j on arrivera a cette conclusion qu’ils demeurent inva- 
riables pour toutes les substitutions on I’on met, au lieu de A’, 
ad — be etant resiclii de n. En effet, cette expression, dans 

loule sa gcneralite, s’obtient en composant entre elles cedes que 
nous venous de considerer. Le theoreme du paragraplie XIV sufik 
done pour nous assurer que les equations rdduites enx; auront pour 
coefficients des fonctions rationuelles de «, on ne figureront d’ir- 



rationnelies, suivant les cas, que les radicaux \/5, y / — 7 
Si I’on cherche maintenant les substitutions spdciales 


\/— ^ I 

V k 


t’o (4 


'J 


c[ui laisscront invariable une seule des racines considdree isole- 
ment, :;o par exemple, on trouvera aisement ces resultals, ou a 
el b designent des residus quadratiques de /i, savoir : 


n = 

5 

e(A-)^ 

ak, 

— a 

nr' 

k ^ h 
^k-b' 

k—b 
a , j ) 

/i -H b 



6(70^ 

ak. 

— a 

k — f” '1 h 

k-hb 

n = 

7 

nr' 

“ /c + i ’ 

— a 7 - J 

k Q.b 




ak, 

— a 

k — ih 

k — b 

n — 

1 1 

IT' 

“ k-o- 

— a J . 

k — lb 

Ce sont les 

ex 

presslons auxquellesM. Betti est arrivd par une 


autre. 


dralique de /z, peiiveiit etre ainsl represen t(5es : 

6 -t- z ), 

i dtant Lin nombre entier pris suivant le module n. 

Enfin, si Ton ddsigne par Cjpfp ce que devicnt 3/lorsqii’on efTectuc 
snr les racincs e les substitutions que nous avons considerdes, on 
trouvera, pour /z = 5, 

(a( i) = ai -h 1) ^ (ai -i- b f H- c, 


pour n = 

(p ( t ) rti -i- 6 s — (ai by> — a f ai -v-by 
pour /I = 1 1 , 

cp( i) ^ a i — t— b ( ai — l— by -f- 3 ( fz z ■ l~ b)'’ —t— c , 

h et c etant des nombres eiitiers quelconques pris suivant le mo- 
dule /z, et a dtant rdsidu quadrutique, ce qui reprdsente en general 

n(7i- — \ ) , . . 1 . . 

— substiluiioiis disluictes. 

2 

Les dquations du septieme et dti onzieme degre proisentant cetto 
propridtd que les functions non sjmdtriques de leurs racines iiiva- 
riables par les substitutions ainsi ddfinies ont une valeur ration- 
nelle, constituent uii ordre spdcial d’irralioiialiLc qui les distingue 
nettement des dquations les plus gdndrales de ces degrds. Ce sont, 
suivant I’expression de M. Kronecker, des dquations doudes d’o/- 
fections, et c[u’il sera sans doute possible de ramencr analytiquc- 
inent cedes dont la thdorie des fonctions analyticpics a domic la 
premidre notion. Mais, laissant de cotd les belles et difficiles ques- 
tions auxquelles conduit cc sujet, et que M. Kronecker a le pre- 
mier aborddes, je me bornerai a faire voir que reprdsente 

bien, en attribuant a la fonction cpz toutes les valeurs, uii systdme 
de substitutions conjugudes. Posons en effet, pour lui instant, 


on verifie sans peine que 


^x.(o = ■/.(«■ 0 j 

X[X.(01 — > mod 7, 

^ [ay (i) ~l A] ^ + const, j 

a cLant suppose resldu de ■y. Et faisant de meme, pour n = i i , 

y(?)~ 

on aura 

yJX(01 = i mod 1 1, 

7 .[«y(0-i-^'l H- const, j 

a etant residu de i i . 

Ainsi les foncliuns '/(^ai-\-b)^ comme les expressions plus 
simples ai-\- />, sc reproduisent par la composition. De la resulte, 
pour les nonibres premiers n = 'j^ ii, I’existence de fonctions de 

n leltres ayant , c’esl-a-dire 3o et 6o48o valeurs. Tontes 

^n{n- — ij ^ 

cleii-x out ete rencontrees par M. Kronecker, qui a le premier pu- 
Ijlie [Comptes rendus des seances de V Acadeinie de Berlin, 
2 ii avril 1 858) le cas des fonctions de sept lettres, et fait a I’egard 
de la representation analytique des substitutions ici employee ( ' ) 
line observation pleine de justesse, montrant de quelle maniere 
deux expressions algebriquement differentes peuvent cependant 
ne representer que la meme substitution, et par la r^duisant a un 
seul et meme type deux systemes que j’avais d’abord eonsideres 
comme distincts. (^Voyez les Annali di Matematica, annee i85c), 
n"^ 1 et 2 et C. R., t. XLVI, p. 879 ). 


(') Les expressions dans le cas des substitutions de cinq lettres, savoir : 

ont cLe donates avant moi par M. Betti dans le tome II des Annales de Tovlolini, 
p. 17. Pour le cas dc sept leltres, voyez AnnaLi di Matematica annde i 85 (}, 
n-' 1. ' ‘ 
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XVL 


TjG calcul (Ics (‘quations roduites en pour les trois valeiirs de ii 
quo nous avons a considorer repose siir deux remarques : qiie I’on 

n (/!■+• 1 1 

jjcut y remplaccr d’une part ii par tu el z par s ^ 5 eiant une 

racine huiticnie de I’unite; et de I’aulre, u par el par 


La premiere, joiulc a cctte observation que Ic (l('veloppeineiit des 
raoines en fonelious de q coininence par 


// * 4 " 1 



prouve que Jes coeClicienls sont des poJynomos eu ii^ eoiitcnant en 
I'acleur une certaiiu) |)uissancc de «; ainsi ees eipiatioiis sonl coui- 
posees de termes de eetle forme 

-/i-v f/,av(a -+- bu.^ n- -I-. . .-i- hu’^h). 


et .I’exposant av se deLci’inine en [irenaiit la valour positive de 
V - (mod 8), qui est immediatement su|)('rleiire a la (pian- 

tite V seeonde lamiarqne montre que les polvuomes 


n -h c//"* -I-. . . 


sont reciproques, inais a cet egard <m distinj^iiant des dmix autres 

H'i - I ^ n -I- 1 

le cas de n = ii, a eaiisc dii facleur ( — i) ** - , alors e^al a 

— i . De la rdsulte en elfet que les polynomcs facteurs des puis- 
sances paires de s ont leurs eocfficicnts ^quidislants des exlrt^mes 
egaux et de signcs contraires, tandis quo ceux qui alfccteut les 

iMi i coon iinionii'nc nn f nninmn n/nn' n O n AP Tli n I c 


on aura reuni tout ce qui est necessaire pour pouvoir (^crire a priori 
ct sans calcul les equations reduites sous les formes suivantes, ou D 
)’epresente toujours le discriminant, savoir : 

i" /i z= 5 . 

5 ’ H- ^ a (l — — sjh — o. 

Lc lerme en z’' n’existe pas, parce qu’on obtient pour pi une 
\ aleiir negative; les termes en x;* et 52 disparaissent parce que les 
coefficients doivent respectivement contenir en facteur 1 — iL^ ^ 
(i — ce qui est en contradiction avec les valeurs = o, 03 = 1. 

2® 71 = I-. 

-f- -+■ z-ij! li^{l 7*8)^ + 3 a" 778(1 — 778)'» — \/D = o. 

On a a remarquer cette circonstance importante que le coeffi- 
cient al est mil, et qui tient a ce que dans le developpement des 
racines suivant les puissances de = i], savoir : 

-5=4 \ J — ,|2 _(_ H- . , , 

la quantite entre parentheses ne contient pas la premiere puissance 
de i]. De Ja sans doute resulle qu’on a ainsi le type analytique le 
plus simple des equations du septieme degrd resoluble par les 
fonctions elliptiques. 

3“ 71 = I I . 

En designant comme iirecedemment para, [ 3 , . . des constantes 

(') Get exposant est impair lorsque n-xi dans les coefficients des puissances 
puircs dc 3; mais, ce cas except^, il est toujours pair. 


- n _j_ 0 (X {(2 ( [ _ a' (\ — «* )2 -+- a" u'^{i — y 

-f- z"^ u8(l — )2 ( ■+- j3'zt8 -h PeflG) -H — uS)3 ( Y -h y'{< 8 4_ Y jflG) 

-\- Z^^ u’^i I //,8 ( 0 -t- o' «® 4- -1- o' _j_ 3 n'ii 'j 

-r-z’m,^{l -+■ u^y^{z -f- s' ii^ -f- -H e u-'* 4 - z' U^- 4- ) 

4- U® ( I — //.® )•' ( Tj 4- 7 / it® 4 - T)" it ' ® 4 - ’f]"' u^'* 4- 7]" tt®- 4 - r , ' it'»'> 4- Tj ii. '* * ) 

4 - - 2 jtio(i _ ^"„IG _j_ ^",^32 4, 4^ ^,<V8) 

H- zu’^(i — it® y (0 4- O'it® 4- 0"/t*® -h Q'" u-'> 4- 0"it®2 4- 0' it'*-® 4“ 0 it'*® ) 

— v/0 = o. 

Ces conslauLcs pourronL £“U’e delerminces en dcveloppant les coef- 
flcienls saivaiiL les puissances cle t/, et SLibstltuaiit pour ^ le ddve- 
loppenienl correspondant suivanL la puissance de *(/(/. Le calcul 
asscz long auquel on est conduit n’esL millemcnt iinpraticable ; je 
n’ai pas cru cepcndanl devoir in’j arreler, cai' le principal inL(5r6L 
([u’on pent altacher an resullal concerno surlouL r6Uicle des equa- 
tions du onzieiue degre rtisolubles par les fonctions elliptiques. 
J’indlque encore une fois, en IcrminanL id ines rccbcrclies, ces 
belles questions quj odViront unc des plus iniporlanles apjdications 
de la tb^orie fondbe par Abel et Jacobi. Mais e’est snrtoul I’o'uvre 
propre dc I’iininorlel auteur dos Fund amenta d’avoir rce.onau ccs 
ra]5ports si rcinarqual)les dos nouvellcs transcendantes a\ec I’Al- 
gebre et les pro[)J'ieLcs des nombres. lintrc I ant de beaux rdsul- 
tats' dus a son genie, cL qui out oiivert des voies fecondes a la 
Science de nos jours, je ne puis lu’einpdcber dc rappcler dans les 
Notices des premiers volumes du Journal de CreLle les enonees 
relatifs aux propridtes des equations entre le multiplicatcur M et b; 
juodule k. G’est la eii elTct que M. Kroneckcr a irouve le pi'incipi^ 
de la mtitbode si remarquable pour la resolution de I’bquation du 
cinquieme degre qui m’a <it6 communiqude dans une Lettre publice 
au tome XLVJ, page i i 5o, des Coniptes rendus, et Ton pourra voir 
dans iin travail tres important de M. Briosclii sur ce sujet(') com- 
ment cette metbode ri^sulte des relations singuli^ircs qn’a donndes 
Jacobi entre les racines de ces dquations dans le cas du sixifeme 
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degre. Les travaux de ces deux savants geometres ont aiiisi ouverl 
line voie plus facile pour arrivcr a la resolution de I’equation ge- 
nerale du cinquieme degre quo celle que j’avais suivie en prenani 
pour point de depart la reduction de Jerrard a la forme 

— x — « = o, 

et c’est cn suivant cette nouvelle direction que j’espere plus tard 
pouvoir y revenir pour contribuer a en faire I’dtude approfondie 
qu’elle deinande. 



L’EQUATION MODULAIRE DU HUITIEME DEURE. 


lixtrail d'line LcLlre adrcssee a M. Brioschi {Aniiali di Matematica 
piiva ed applicata, L. II, 1859, ]). 59). 


« J’ai oiiLrcprls Je calciil de la rednclioiide requatioii modu- 

laire du huilicmc dc^re an sepUcinc, el volci lo vdsullat d^finilif 
auqiiel Jq ^'iens d’etre amciie. Soil fait, eu inlroduisant Ja va- 
riabic w ('), a = 'f (^'>): I’^ciiics seroiil 

9(7co) CL cp ( ^ j , 


le nondjre enlier ni cLaul pris .siiivanl Je module Or, cii prenaiiL, 
en premier lieu, 



ct, en second lieu, 


cp(7a)) 


df)] 

\ / / J 


X 


CO -+- I () . •}. 


(0 -i- iC) 


/ CO -H- 1 0 . 3 


9 ■ 


O 


to *4- T G * 5 
7 


)] 


CO I () . 4 




(') Voir C. n., t. XLVI, p. 5 10. 




je trouve que depeacl de cclle ecjuution dii scplicme degrc, sa- 
\ oir : 


a etant 


4 " . 7 - ■' • “ '* — -1 ' • 7 ’■ — ■' > ) ^ 

A- A' /.•>) =::^ (•, 


Et z' depend de requalion Louie semblal)le quc Ton cn deduil. en 
changeant le signe du radical y/ — 7. Lc Tail analylique essenLlel 
dans cette question ii’est pas lant, ee me semble, dans I’abseiice d’un 
certain nombre de Icrmes de cetle equation; ce qui me rra])pe lo 
plus, c’est qu’il se presente deux types d’equalions du sc|)lirmc de- 
gre resolubles par les fonclions olliptiques, et je \ais essayer do 
vous faire voir jusqu’ii quel point on doit les considercr comme 
distincts. Pour cela, je vais definir avec precision quellcs solit les 
fonclions non synKitricjiies des racines z ou des racines z' (|ui 
s’expi'iment rationnellement par les coefficients, el vous reeoniiaf- 
Irez que ces fonclions, analogues sans doutc, nc contienuent jias 
les monies permutations des racines. A. cet eHet, et suivaiit I’usage, 
je represente par Zx-> I’indice x etant un nombre entier pris sui- 
vant le module 7, les diverses racines Z] pour abr^ger, je pose 
encore 

0 (t) — '2.T- — (mod 7 ). 

» Cela pose, les fonclions non symetriqncs des racines (|ui 
s’expriment rationnellement par les coefficients sont oelles ([ui 
demeurent invariables par les substitutions 


a etant un residu quadi-atique de 7, Aj et c deux cutiei's cpiel- 
conques. Les formulcs (A) representent ainsi 

d .7 -f- 3.7"- = 168 

substitutions differentes, formant, suivant fexju'ession de Af, Cau- 
chy, un syst^me de substitutions conjuguees. Or, en passant a I’cx- 
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ce t|iii conduit u un s^^sLeme dc 168 sidjsliuillons coiijuguees, ii 
savoir : 

( -^ ) ^■‘ux+bt H/a+fi 


cL il s’cnsuit qu’il exisLc non sciilcniciiL im type, comme I’avail dil 
M. Ri’oneckcr ( ' ), inals deux L3qDes de fonclions de sept letti’cs 
posscklanL trentc valeiu's distinctes. 

» Rien dc j)lus facile d’aillenrs a deinontrer cjue (A) et {A!) 
sonL dcs sysleines de substitutions conjuguees; cela resnlte des 
eongi'uences suivantes, oit a est tonjours suj'iposd residu quadra- 
tique de savoir : 

(ax) ^ a-^ ix), 0 [/?i -H 0 (,r)J m'* 0 (^~ -+- ,r ^ -t- const. , 

0'(rt,r) = a^0'(a?), 0'[/n-+- ^ -h const. 

)) J'Jans ces congruences, les fonctioiis 0(.2;), ^'{x) ciitrcnl, 
comme vous le voyez, absolument dc la m^mc maniftre. La tlidoi'itt 
de I’equation inodulairedn douzieine dcgrd conduit a des resullats 
analogues, que j’espcre pouvoirvous commiuilquer dans une autre 
occasion. 

)) En m’occupant de cellc recbcrcbc, j’ai du encore employer 
cettc expression analytique des substitutions qul m’a eld fort utile, 
mais dont je ne sais si Ton pourra tirer parti en deliors dc ces ques- 
tions. 

» Quoi qu’il en soil, void quelques remarques a ce sujet. Dans 
le cas de cinq leltrcs, les 120 substitutions sont ainsi represetitees, 

^ax4-Ai ^(axS'/a’+C) 

la valeiir a~o dtant exceptde ct les indices elant pris suivant le 
module 0. 

» Pour sept lelLi’CS les 5 o 4 o substitutions seront, d’une manidre 

1 _ _ , 
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en atlribiiant a la fonctioii 0 ces diverscs formes, savoir ; 

^(x) = — X^ 

0(a7) = 3a7±; x'*, 

0( ar_) = -f- ax'^ ~ ia-x ( a cjuelconqiic j, 

0(2r) == 3"2-f- 3^2.7. {a non resiclu dc 7). 

)) OuanL a ce qui se rapporte a iin nombre premier de leLtres 
j’ai bien quelques types generaiix de formiiles dc sidjsliLiitions 
mais d’aiilres questions m’empcchenl de suivre ces recherclics . . . 


Paris, 17 decembre iS 38 . » 


SUR L’INTERPOLATION. 


Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. XLVIIJ, 1869 (I^, ]). 6a. 


La question dont je vais m’occiiper dans cette INole cst celle (jui 
a pour objeL de rcprj^senter approximativement par un polynome 
d’un degr (5 donne m une fonctioii dont on connait les valeurs 

pour 5? = it‘o, , .To, . , Xny n etant sup(§rieur 011 an moins (^g’al a;n, 
en se clonnant la condition que la somme des carres des differences 
entre ce polynome el F(a;), pour a? = .370, .r,,, multipliees 

chacune par des nombres donnes, soil un minimum, M. Tchebichef 
a le premier resolu cette question importantc dans un excellent 
Memoire sur les fractions continues, present^ en i 855 i I’Academic 
de Saint-Petcrsboui’g (' ), ct c’est de son analyse inline c[uc j’ai tire 
line noLivcIlc methode qui, sous une forme plus gencrale, donne 
les resultats de I’anteur, independamment des fractions continues, 
et en les rattaebant imraediatenient a la formulc d’interpolation 
de Lagrange. 


r. 


Soil 


f{x) ~ — — 


Cette formulc est, comme on sail, 


fix) ff-o f(x) III fjx) Un. ^ 

x — sf'o/'ixo) x — xif{xi) x~Xn /'{Xny 

et si I’on y ajoute le produit de f{x) par un polynome arbitraire, 



superieur a n. et clevenauL encore «i, . . Un pour 


00 •*') ^ /I * 

Mais en designant par iin poljiiome indetcrniiac eL faisaiil 




fix) Ofa?) 


ceLte expression plus generale de la formule dc Lagrange peuL en- 
core etre presentee ainsi : 

Tl(x) =fQ{x) UQ-+-f i(x) Ui -h. . .-hfn(x) it„. 


Cela pose, void comment s’en tirent les fornuiles nouvelles qui sc 
rapportent a I’interpolation par la metliode des moindres carres. 
Faisons dans n(:r) la substitution lineaire 



1 Uy — rty Pfl 4- *^1 “t“ • • 

. 4-/0 C/i, 

<1} 

' U \ = Cti^Q -i- bi\>i “1- . . 

. 4-^1 ('«, 


\ f-f a — -r- C] 4- . . 

.4- ^,4’/), 

determinee de facon que Ton ait 



nj 4- i 4- . . . 4- ul — v\ 

(0- 

En posant 

f '^oix) =z aofQ(x')-^- a,/i(x) - 

4 . . . 4 - cc„/,i(a?), 

(9.) 

^i(x) ^ bofo(x) -h b,/iix) - 

4 ... 4 - b a f nix') ^ 


[ ^ 1 / 1 ( 3 ") In/nicc), 

il viendra 

n(a7) = 4'o(ir) Po4- (’1 4- 

■. . .4- (>„, 

et I’on aura. 

, comme consequence immediate, Tegalite suivanle 


. .4- n2(a"„) = Pj 4- tq 4-. . .4- (>2, 

Or Jes fonctions qui naissent ainsi de la formule de Lagrange 
poss^dent, en vertu de cette egalite, les propridtes fondamentales 


( 3 ) 


/ n 


V {Xi)=0, 'V fi>2^ ( ) = I , 

■/soia .iiind 

/-O i— ft 

ct cle ces propi'ictes r^'sulle, coniine I’a reinarquc M. "rclieliicliof, 
la soliilioii imin^cliale de la quesLion que nous avons cn vue. 


II. 


Observons, en eU'el:, que les i'onclions conlienncnL louLcs 

en facleur 0(.r), de .sorte c|u’eii faisaiiL 

Of.r), 


on a un sjsLeine do n q-i polj^noines 
9u(.-c), 

du degrii; or, apres avoir choisi i de ces polynonies, jiar 
exemple 


si Foil deinande de delennlncr les cocl'(icleiils /V, B, . . U, dc lollc 
sorLe que la soininc des carres des valours de la diflercncc 


pour 


F(ar) — Aoo(a?) — H®i(a7)— . . . - llcp;„(^)i 


X — xo, a:,, Xn-, 


multipli^es par des noinbres donnds, soil un inininiinn, on ope- 
rera coinine il suit. Disposons de 0(5?), dc maniere que les poids 
des erreiu's soienl 

0(.ro), 0(.r, ), 0(.r„,), 


I’expressioii qu’il I'aul rendre un tniniinum sera 

i~n 

2 — Atpo(.r/) — B<p,(a:‘i) — Hcp,;,(a7/)]s02(a7;), 

j = 0 

ou bien 


I = n. 


1 a ZjC/1 u jJi j | jai l ajj [ji-; j u ci ..' i.^ jl^ ^ ^ j-a ^ 

oil troiive qu’eo verlu des equations (3) vine seule inconnnc sub- 
siste dans chacune des equations ainsi forinoes, ce qui donne ira- 
inedialement Jes valeurs 

i ~ n 

A — V ci>o (xi) F(xi) Q(xi), 

t — O 
i=^n 

B='V‘I>i (a?/) F(a7/) 0(a’,-), 

jmmm 

/ 0 


H = V F ( a7 ,) 0 ( a ?/), 

1=0 

el, en posant 

7r(a7) = A.(Oo(t) B(pi(a:) -i-. . . h- II cf/„(.'r), 

on en conclul immediateinent qu’on a 

z = n z = w 

2 r.2 ( Xi ) 02 (xi ) = ^ F2 (a;,- ) O 2 (a?/) . 

1 = 0 i=0 


III. 


Mais, parini les divcrses expressions auxqiielles nous parveiions 
ainsi, eL qui dependant des elements arbitraires de la substitu- 
tion (i) sont en general du degre, il reste a decouvrir celles 
cpii, pour line determination convenable de cette subsliUition, sc- 
vont seulement du degxe, de maniere a rdsoudre la question 

proposee par I’eniploi d’un polynome du degre le plus petit pos- 
sible. Soit, a cet effet, 


fi(^) 
0 {x) 




les equations ( 2 ) donneront, par la suppression du facleur 0(.r), 
cominun aux deux membres, 

cpo (x) = aQ£o(x) -f- ai£t{x) -h. . .-h an£n(x), 
cp, (x) = bo £0 (^) -H b,£i(x) bn£,i(x). 


0|(a:.') au premier clegre, et eii general ^i{x) m-i clegre KlTective- 

, /l(/^ -H r) , 

ment, on aura, pour qu il en soil amsi, a poser equations 

entre les coeffieients «05 (t\ ? • • -i ci,i, lh)i ? • • •; ce qui est 

prdcisement le nombre des quantiles arbitraires que coinporle 
d’aprcs sa nature la substitution (i). Or de la resultera un systeme 
speeial 

tel que la forimile 

At3o(a'-j -+■ Bcp, (.r) -i-. . .-H II Ci 

coinposee avec ees fonetions, sera preeisenient du degre m. Ce[)cn- 
dant il serait diflicile par celte voie de parvenir a exprimer ex|)li- 
citeinent les nouvelles fonetions par les quantitds ? •••• 

ct Q(, 7 ' ). C’est fill moyen de I’eqiiation fondainenlale 

l|2(ro)-t- lIK^l I'T (-?„ 

en faisiiiit usage des proprictes des formes quaclratiques, (|u'oii y 
arrive et qii’on etablit le ibeoreine suisant : 

Soit Am C im' ((.riant de la. forme 

i n 

V ( r — Xi ) ( Vu H- Xi (’ I -I- .r ? (’2 .r;-"- * )2 0^ ( a?/ ) , 

/ U 

qui sera, un polynome du degre en x., doni V expression 

analytique est bien connue; si Von designe parom le coefficient 
de x^" dans ce polynome, on aura 

Pour m = I , ou il n’y a pas a |)roi)rcment parler d’invariaut, on 
devi'a fairc 

f=zn. 

A, =2 

ir=0 


et pour m = o prendre 


IjC signe dll radical carre que j)i’esentent ces toriiiiilcs resLe arbi- 
traire; car dans la fonctioii 

Ttl.r) — Aoo(a7) H- Hcpila?) -1-. . .-I- lio,„(x) 

le coelllcicnt H on general ajant pour valeur 

i — n 

V, o„i{Xi) F(jr/) 

Jam 

changera cle signe en ineinc temps qiie'j,«(a?), etle prodiiit Hep 
ne changera pas. 

Je remarquerai enfln, en tenninanl, que la siiile des qiiantitds 
I , A,, Ao, . . A„_^, possede a Fugard de reqnation f{x) — o les 
proprietes des foncLions de M. Suirm, pourvii que le polynomc 
arbitraire 9(j?) ait ses coefficients r^els. C’est ce qni resnlte de la 
forme qiiadratiquc dont elles out ete deduites. 



SUU FA FiEDCCTION 
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FORMES CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES. 


Coinples rcndus, 1. XLVIH, iB'jcj (I), p. 


La tlieoric des ('onncs (‘ubi([iies a deux iiideLei’iniiiee.s a eLe dans- 
CCS derniers Letups le sujet de plusieurs Metuoires impurtanls diis 
a M. Aiaidt et publics dai\s les Archives de GrunerL cl, dans le 
Journal de Crelle (aiinee i 85 'y). L’auleiir, eii ajoulanl boaiicoiip 
aux preinitires clecou\'ei'Les d’Eisenstein, a donne dans tin rlc ccs 
Mcmolt'cs line table de foi'ines redid les a\ eo leiirs (;o\ ai'ianls ipia- 
(Irallques pour Lous les d^lerminanls negallfs justiu’a iiooo, el il 
secail bleu a desirer que les fonnes a delenidnauLs [tosillfs dc- 
vinssent I’objeL d’lin pared travail. Mais dies siunbleiiL pri'seiilei' 
dans leiir nature quelque chose de plus cuuiplexe, do sorlc quit la 
m^nhode de rediicLion dont j’ai donne le pi'iiicipe (^JournaL de 
(hrelle, t.XLI, |). aia) laisse subsislcr de ^'raiules dinUnillcs poui- 
oblcnir les coudilions caracterlstiques des (ornies reduih's. (lellc 
queslion in’ayanl paru ineritor de nouveaux elldi'ls, ji; nu! suis al- 
lache a cn reclierclicr la solulion coinplcle, el. j’ai I’honiu'ur tb' 
presenter a I’Academie, dans cellc Nole, les resultaLs que j'ai ob- 
Lenus avee I’indicallon de la melhode quo j’ai sui^i('. 


Je rappelleral d’abord qu'en posauL 


f ~ ax^ -I- 3 y -+- 3 ca? y- dv^ = a(x — ayU.r — Bylf.r — vv) 


reelles, le covariani 

? = [(a — — 7r)--*- (« — Pr)- + (? — Y)-(^ — aj)-] 

= Aa?- -+- 2 \ixy -f- Cy^. 

et dans le cas ou a est seule racine reelle, [j et y etant imaginaires 
conjiiguees, ce second covariant 

'V = — P ) (a — y) (^ — — Yr ) — ( — Y )- 1 

= P a-- -+- 2 Q xy -f- R 

sont des formes reduites dans le sens propre aux formes quadra- 
tiques a determinant negatif. La grande difference de ces deux cas 
tient a ce que cp s’expriine rationnellement par les coefficients de /, 
tandis que (j;, fonction symetrique en [3 et y seulement, est. essen- 
tiellement irrationnelle. Cependant ces propositions, fueiles a eta- 
blir, leur sont communes : 

1" .Deux formes reduites distinctes representent, en general, 
deux classes diffdrenlcs et, si elles sonl equivalentes, elles so de- 
duisent I’une de Fautre par les substitutions C(iii changent en clles- 
memes les formes 

X- -+- x~ ±; xy -(- y"^. 

2° Soient D = B- — AG le determinant ou invariant de f et A 
sa valeur absolue, les coefficients de la forme I’eduite verilient 
les conditions 

3 . 1 

(f) 

Mais, a I’egard de ces limitations, une etude plus approfondie de 
la theorie de la reduction fait voir qu’il y a lieu de distinguer les 
deux cas, et pour D < o, M. Arndt a deja reconnu qu’elles de- 
vaient etre remplacees par celles-ci : 


FORMliS CUBIQUKS A DKUX 1 N D H T E ll M t N K K S . 


9 ^ 


11 . 


Les relations 


K = lib- — «c), B — be — ad, (\ — •i{c- — bd) 

cloiinent 

(\b^ — ‘xBbe Kc- = — AG, 

X 

C3a2_+- .2(3ABC — /! B3)a^^-l- i (AC — f 133)2, 

el, en appliquaiit les regies connues, on Lrouve aiscment, pour le 
maximum cle be, I’expression 

ah H_ 13:1 -I- (A -i- 132) ^/I3^H2 
4A 

el, ])our le maximum de ad, celle-ci : 

— 3 Al3 132 — {— ( A -I- 132 ) y^A H- 13 2 

__ , 

en faisanl 

A = AG — 132 . 


Or CCS expressions, fonclions dc J3 seulemenl, ont elles-memes des 
maxima qu’oii determine en observant que, d’apres la propri(''le 
caracLeristique des formes reduilcs, B- no peat surpasser ^A, el 
e’est precisejvient a eelle valeur limiu; c]ue correspond le maximum 
de be, el il en sera dc meme pour ad donl la derivec, par ra|)porl 
a B, admet pour racinc B- = A. De la se lirenl les conditions 

Pour la limite de be, le coefficient niimc^rique esL, comme Ton voit, 
raoindre que celui de M. Arndt (/Irchives de G rimer t, annde 
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III. 

La mclliode precedenle ne s’appliqiie pas immedialeraent aux 
formes cubiques de determinant positif, car il serait difficile de 
former Jes relations entre a et d d’une part, b et c de I’autre, et 
les coefficients de la forme reduite (P, Q, R). C’est cependant an 
fond le meme principe que je vais encore employer. En premier 
lien, je remarque qifon a les relations snivantes : 

Alt — '.iBQ CP = (), 

B2 — AC ^ PR — Q2 = 1), 

dc sorte qifa I’egard des coefficients A, B, C, il sera possilde 
d'operer exaclement comme ci-dessus. Ainsl on formcra entre A 
ct C f equation 

R2A2-+-‘2(PR — ■iQ2)ACH-P2C2 = 4Q2(PR - Q2), 

([111 donnera [lOur le inaxliiium de AC la Aaleiir 

PR — Q2 = D; 

et d'une maniere analogue s’obtiendra, pour le maximum dc .13-, la 
quantite PR, et I’on parviendra aiix limitations 

AC < D. B2 < I D. 

Pour arrlver maintenant aux coefficienis de la forme cubi([uc, 
je me fonclerai sur I’egalitij 

d'oii je tirerai, en egalant dans les deux membres les coefficients 
de 


de ad eL be en fonction de P, Q, R; Je maximum de ad est donne 


pai' la valeur limite 

‘ B2 = PR=:D4-Q2, 


les raciiies de ]a d^rivee elant imaginaires a cause de la relation 
^ Q2 <^D, 

e’est I’expression 

Q3 4- (4D -e Q2) v/O-t- Q’-i 

Pour be il exisLe deux maxima qui correspondent a 


savoir : 


DQ -r- Q3 -e ( 3 D -t- Q 


Q D -h.Q* ct B = \/l>H = v/D H- Qr. 

Q-i ^ Q2 y/D H- Q2 




Q-^ 


2D 


el. 


4D 


Maiiiteiiantilne restc plus qu’a cherclier dc nouveau les maxima 
de ces expressions, qui seront evidemment donnes cn remplacant Q 
par sa Uinite supcH'ieure D. En choisissant pour be le maximum 
maximorum, on parvient aux limitations 


ad < 




j’y joindrai 

ad H- ?) be < 

doiit la derniere s’obtienl par cette equation 




D, ac3 — db'^ < 



D, 


4 v/D (ac3 ~~db^) = v/P - B2 -t- Q2 (D - B2 + 4 Q^). 


IV. 

J’arrive maintenant au point le plus important dans la tli^orie 


presenteiit eii effel sous forme irrationnelle par rapport aux coeffi- 
cients «, 6, c, f/, et il s’ag'it d'en deduire dcs relations absolumenl 
equivalentes, mais rationnelles. J’observea cet ell'et que I’t^quation 
dll troisieme degre dont depend la forme 6, savoir : 

4 ^3 _ 3 ^2 (1; _ _ D/2 = O, 

a, comme la forme cubique f{oc,y)^ line racine reelle fet deux ima- 
ginaires conjuguees. Or, en nommant P^, Q^, R' et P'^, Q", les 
determinants imaginaires conjugues de P, Q, R et posant £ = ± 1 , 
on pourra remplacer les iuegalites proposees par celles-ci : 

(P 4- •p.sQ) (P'-f- 22Q') (P"-i- 2£Q") > O, (R - P) (R— PO (R"— P") > 0 ; 

et alors les premiers membres etant des fonctions symetriques dcs 
racines de la forme pourront s’exprimer rationnelleinent 
en rt, 6, c, cL Le calcul auquel on est ainsi conduit s’efl'ectiie aisc- 
meiit si Ton observe que — o est un carre, et qu’en faisant 
til o = y-, les trois valeurs de y sont donnees par I’^quatioii 

7?-^ \ 97 — v/P/= o- 

De la sorte on parvient an resultat suivant : 

Les conditions necessaires et siiffisantes pour qiCune Jorine 
cubique 

/(a?, y) — ax^ Zbx-y 3 exy"^ H- dy'^ 

de determinant positif D soit reduite sont 

- (A -T- 2 £ B -f- 3 D ( A -t- 2 £B)-i- By(i,o)y(t, 22 )^ o, 

i(G-A)3-H3D(C-A)4-D/(i, !)/(_,, I) > 0 . 

4 

On pent, en introduisant le covariant cubique 

F = i. (H — , 

6 \dx dy dy dx J ’ 


Ip.s ppMp anti'P fni’inp 
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La c|uesLion de la reduction des formes cubiques de di^terminanL 
positif cst ainsi completement r^soliie, et c’est I’objel que j’avais 
principalement, en vue dans cette Note. Je la lerminerai en iiidi- 
quant un point de vue sous lequel on peut la rapproclier de la re- 
duction des formes de determinant iiegatif, ou I’on se sert du cova- 
riant quadratique cp = ( A, B, C). A cet effet, j’observe que le second 
covariant <]; = (P, Q, R) satisfaisant a Tequation 

/j (l;3 3 tp- t}; tp3 — D f- = o, 

on en tire 

Or, en posant 

Cf r= A(^ — pK)(c?,-— (TJK), 

on reconnait aisement que cette expression est de la forme 


in{x ~ pjk )- h - ii{x~cyy-, 

ni et n ayant des valeurs essentiellement positives, de sorte que 
etant supposce reduile, © se trouve necessairement dans le groupe 
de formes dgalemeut nominees reduites, mais sous le point de vue 
propre aux determinants [lositifs. Etc’estle premier exemple d’une 
determinalion speciale pour I’unc des formes de ce groupe, qui, 
sauf le cas des classes principales el ambigiuis, se pri'sentent lou- 
jours comme reunies, sans qu’il y ait lieu de faire enlre elles au- 
CLine distinction. On pent done dire, en derniere analyse, que 
toute forme cubique de determinant positif ou negatif estdeilnic 
comme reduitc en meme temps que le covariant quadratiipic 


cp = (A, b, C). 



EXTRAIT D’UNE LETTRE A M. BORCHARDT 


SUR LE RESULTANT 

DE 

TROIS FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES, 


Journal de Crelle, t. 57 (i860), p. 371. 


«... Eu posant avec M. Cayley : 

CO = {a, b, c,f, g, h)(x, y, zY, 
co' = (a', b\ c',f\g', h'){x,y, zY, 
o"=(a", b", c",f% g”, h") (a?, jr, zf, 

j’ai cherche a exprimer le resultant au moyen des vingt determi- 
nants que donne le systerae 



a 

h 

c / 

S 

h 

(A) 

a' 

U 

c' /' 

O'* 

0 

h' 


a 

b” 

f 

s” 

h" 


lorsqu’on prend, de toutes les inanieres possil)les, trois cotoiincs 
verticales. Pour abr^ger I’ecriture, je les designcrai ainsi : 

{abc), (abf), (abg), ..., 

de maniere que I’on ait par exempie 


(abc) — 


a b c 
a! b' c' 


ces aeux loriues, bavoir . 


.*•3 

^3 


x^y 

y'^z 

1 

~{hfh) 

1 

~{abg) 

■^{afh) 

TT 

z’^x 

xy'^ 

yz^- 

zx^ 

xyz 

-f ( acf) 

— ( abf) 

— {beg) 

1 - 1 - {ach) 

— ( abc) 


— ( bgh ) 

-}- {cfh) 1 


— 2(/^/l) 



^3 



-+• ( f^cf) 

1 ( acg ) 

-t- {abk) 

— (beg) 

— 2(c//0 

1 -+■ ( ach ) 

1 H- 2 (a/g) 



■fYl 

'I'i 



- {abf) 

+ (««/) 

\—(abg) 

— ( bch) 

h- {abc) 

-h % (bg h ) 

^-xicghy 

— -xiaf/i ) 

l-l- 

\-Mfgh) 


» Maintenanl, si I’on d^signe par S/etSF les invariants clu qua- 
irifeme degr<i de M. Aronhold par rapport aux formes cubiques / 
et F, le resultant sera 

R = SF— i()S/. 

)) 11 se Lrouve done exprimd au moyen des determinants dii sys- 
teine (A), et I’on voit immediatemcnt qiie, si I’on remplace cp, ip', 
<p" par 

Xcp — j— o “H X o j ^ ^ "t" ^ ; 

il se reproduit multiplie par la quatrieme puissance du determi- 
nant 

X X' X" 

ix' y." . 

V '/ v" 

La demonstration suit d’allleurs du inline prlncipe qu’a employe 
M. Cayley, en remarqiiant que, si I’on suppose 

i dV , i dU „ j dU 
^ 3 die 3 djy ’ ^ ~ 3 dz * 



U designant une forme ciibique, on aura 


/=:Ha, F = _PU(1). 


» Maisil estun autre point de viie sous lequel on pent envisager 
la diHermination du resultant en reclierchant, comme I’a fait le 
premier M. Sylvester, une expression analogue a celle du discri- 
minant d’une forme cubique. Cette expression remarquable, dont 
la decouverte est due a M. Aronliold, etant 64 S* — T-, I’analogie 
que nous voulons suivre conduit natui-ellement a essa^'^er d’ob- 
tenir, par rapport au systeme des ti'ois formes proposees, deux in- 
variants combinants qui coincident avec T- et S* dans le cas 
particulier ou o, o', o" sont les derivees partielles d’une forme 
cubique. Or M. Sylvester a ddja donne une function qui, dans ce 
cas, se reduit non seulement a T-, mais a T lui-mdme, ainsi I’ana- 
logie est a cet egard aussi complete qu’on pent le desirer. Mais il 
n’en est pas absolumentde meme en ce qui concerne I’aulrc terme 
du resultant qui, au lieu de devenir S^, se prdsente commc une 
fonciion lineaire de S* et T-. 

» Les recherches suivantes conduiront, comme on le veut, a lui 
invariant combinant qui se reduit pr^cisement ^ S® ; mais leur ob- 
jet principal sera surtout de donner un premier exemple de 1’ ex- 
tension aux formes a trois indetermindes de mdthodes appliqudes 
seulement jusqu’ici aux formes binaires, et que j’ai ddveloppdes 
dans un Memoire du Journal de Mathematiques de Cambridge 
et Dublin, j855. 

» Je rappellerai d’abord cette proposition dont je ferai souvent 
usage. Soient /— ^ un covariant et F(i, r,, "C,) un con- 

Irevariant par rapport a une ou plusieurs formes, en opdrant avec f 
sur F de la maniere suivante : 



da+b-^c F 

’ 


on obtiendra un contrevariant, et si, d’une maniere toute sem- 
blable, on op^re avec un contrevariant G = ^ sur un 

covariant g, le r^sultat Q sera un covariant. 


tion suivante : 


/>«f = 2p 


fja+h+c p 


G »c ^ 



^•/a+3+y 
dx^ dyX> dzl 


Supposant par exemple qne f et F soient le covariant et le contrc- 
variant cubique, par rapport aux trois formes quadratiques 0 , 0 ', cp". 
dont les expressions ont dtd donndes plus haiU, on troiivera 

/ F = (S{agli) {bcf) -H fi(6//?.) («c/i) - 1 - (i{cfg)(abh) — ^{afg) (b/g) 

— %{bgh){cgh) — 8(c/A) («/A) — &,{abf ){acf) -+- 4 {beg) (abg) 

— 4 (etch) {bch) — ^.{abf) (egh) - 1 - •x{abg)(cfli) -h •i{bcg) {afh) 

— 2 (Ac/i) (afg) -h ■>.{acf) (bgh) -+- ^{ach ) {bfg) -f- i{abc) (fgh) 
-f- i‘,(fgh)'^ — {abc)'K 

G’est prdcisdment, saaf le signe, la qiiantltd T dont M. Caylcj a 
donn(5 un autre inode do formation, et I’on apergoit imm^diate- 
ment le lien de cette expression avee I’invarianl de sixi^me ordre 
des formes cubiques, car, en supposant 

„_1^ 

' ~ 3 dx ' ~ dy' ‘ dz’ 


elle se r^duit ii I’invariant du sixieme ordre de U. 
» Faisons, on second lieu, 


ffl F = 4 ^ -h m-r\ -h n^, cp' F = l'\ -h in ' -h 


et posons 


F = -I- m"r, H- rt"C, 



I in ji 

V in' 11' 

r in!' n" 


ce determinant sera iin invariant coinbinant du douzi^me ordre 
par rapport aux. formes donnees, et si, comme tout a I’heurc, on 
fait rhypotbese 

1 dU ,1 dM „ I d\! 

'S dx' 'i dy’ '!) dz' 


on aura pr^cis(§ment 


— S3 
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S designant I’invarianL da qualrieme ordre de U. Lc resultant re- 
latif a o, o', o" sera done 

expression analytlqae qul realise, autant que possible, cette ana- 
logie avec le discriminant d’une forme cubique que M. Sjdvester 
a le premier reconnue. 

« Mais le fait qu’il importe princlpalement de remarquer, c’est 
I’existence des trois contrevariants lineaires siniultands 

oinF, o'skF, tp" F, 

par rapport au systeme des formes quaclraliqaes proposees, En 
elFet, si I’on en ddcluit, en transposant, la substitution suivante : 

a; = /X -i- Z' Y -h l"Z, y = /nX + ;n' Y h- m"Z, z = nX -h n’ Y -t- n"Z, 

et, qu’apres I’avoir efl'ecLuee dans o, o', cp", on designe les trans- 
formees obtenues par -y, 6 ", on aura ces deux propositions : 

» 1° y y, y' sonl les derivees par rapport d X, Y et Z deluxe 
mS.me forme cubique. 

■» 2° Tons les coefficients de cette forme cubique sont des in- 
variants simultanes des trois formes proposees o, cp', cp". 

» Ce second resultat offre le premier exemple de Fextension 
aux fonctions a trois indelerminees de la notion des formes types, 
que j’ai introduite dans I’etude des formes binaires de degrds im- 
pairs et en partant des covariants lindaires propres a ces formes. 
En second lieu, considerons, en faisant abstraction pour plus de 
simplicity du denominateur, la substitution inverse de la pryed- 
dente, savoir : 

X = (rn' n"—n' J7i'') -h(n' l"~ l'?i")y-h{l' l'')z = Lee -h-Mj -h Nj, 
Y = (nm" — mn") x (I n" — n l")y-h{m I” — I m")z = IJx -h Wy -a- 
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sera im covariant cubique et 

2r = (a(LM -h Mr Nrr) -4- cp'(L'^^ + M'r -h N'rr) -+- tp"(L"it n- M"r ■+• N"(i 


iin covariant double, cn r, (V d’une part et j', 
Or on a la relation 


d’ou 


e, ^0 

J.J = -- 

ax 


-h r 


dy 


w 


dz’ 


i^ = L<p-KL>' + LY, 

1 = McsH- M'o'- 4 -M"c 3 ", 

dy ‘ ‘ 

1 ~ = Ncp -+-N'o' + N"cp". 
3 c/3 ‘ • ^ 


3 de I’aiitrt 


Ainsi les nitunes quantitds /, m, //, ... se pr(^sentenl dans la trans- 
forination de variables comme dans la combinalson syzygdlique 
par laquelle on ramene les formes qiiadraliques proposees anx cle- 
rivdes partielles d’linc inline forme cubique. On peat d’aillcurs 
aisdment les calculer par la reniarque suivante : Nommons fp, 
les formes adjointcs de cp, et considdrons le dtkerniinanl 


c/cp 

c/cp' 

do" 

dx 

dx 

dx 

d(sj 

dep' 

do" 

dy 

dy 

dy 

c/cp 

do' 

do" 


dz 

dz 


En le mettanl successivement sous ces Lrois formes 

d(^ 


y ^ 
dx 


01b 


dy 


(X*i» 






dx 


dy 


Ob 


, flfep' 


(tj^ 


do'' 


.r d^" 


d^” 
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IO4 

g ^ » L’analyse precedente s’applique evidemment a I’etude de deux 
^ ^.urmes cubiqiies binaires simultaiiees et conduit a I’egard de ces 
ormes a des resultats entierement semblables a ceiix qu’on vienL 
Ic voir. C’est line extension nouvelle donnee ainsi a I’analogie 
exju’ontrevelee les decouvertes deM. Hesse et de M. Aronhold entre 
Icies formes cubiques lernaires et les formes biquadratiques binaires, 
‘ et qiii doit compter, ce me semble, parmi les resultats les plus in- 
teressants de PAIgebre moderne. Peut-etre pourrais-je y revenir 
plus tard, mais avant de terminer j’indiquerai encore, puisqu’il a 
ete question plus haut des formes types, comment on pent etendre 
ail cas d’un nombre quelconcjue d’indbtermini^es la notion des 
formes canoniqiies telle que je I’ai donnee ailleiirs pour les formes 
binaires. A cet elTet, j’admettrai I’existence de deux covarianls 
quadratiques 


par rapport a la forme ou aii systeme de formes donne. Cela posf', 
la substitution lineaire de x, y, z, . . . en d’autres ind6terminbes X, 
. . . qui fournira la reduction a la forme canonique, sera de- 
finie par les conditions 

o(a 7 , jK, = aX 2 -1- 6 Y 2 cZ- -f-. . . , 

j", s, . . .) = aX2 ^ Y2 -h yZ2 -h 

)) On verra aiseinent comment se presentent, en partant dc la, 
les propositions fondamentales que j’ai donnees dans le cas des 
formes binaires. 


» Paris, f 4 fevrier i860. 



EXTRAIT DE DEUX LETTRES A M. BORCHARDT 


SUR l’ INVARIANT 
DU 

DIX-HUITIEME ORDRE DES FORMES DU CINQUIEME DEGRE 

ET SUR LE ROLE QU’IL JOUE DANS LA RESOLUTION 
DE LMiQUATfON DU CINQUIEME DEGRE. 


Journal de Cvelle, t. 59 (iSGi), p. So/J. 


«... J’ai entrcpris, on suivanL la m^Lhode de M. Kronecker, 
de creuser lui pen plus a fond la rdsolulion de I’dcpiallon du cin- 
quierne degi'c!. . . . Glieinin faisani, j’ai eu a dtudier I’invariant du 
dix-huiilcme ordre des formes du cinquieme degrd qni joue uii rdle 
fondamental dans la marclie que j’ai suivie. Peiit-fiLre vous inldres- 
sera-t-il de connailre comment il s’exprime au moyen des racines 
.To, .a?), .a;o, Xr, de la forme reprdsenLee par 

f— — ^oy) — ^\y) («? — 3 ^ 27 ) {X~ Xaf) (x — Xi,y). 

Voici le rdsultat que j’ai obtenu. Soil, pour abrdger, 

(mn) = x,n — Xn, 

on aura 

I = <*‘8!(oi)(o4)(3a)H-(o2)(o3)(i4)j j(oi)(o2)(43)-t-(o3)(o4)(i2)j j(or)(o3X4a) + (o2)(o4)(3t 
xl(i2)(io)(43)-h(i3)(r4)(a.o)| |(i2)(i3)(o4) + (r4)(io)(23) j !(i2)(i4)(o3)-i-(i3)(io)(4y 
X l(23)(2iXo4)-t-(24)Go)(3i)( j(23)(24)(lo)-l-(20)(2TX34)j i03)(2oXi4) + ( 24 )( 2 ')(o 3 , 
xl(34)(32Xio)-H(3oX3 0(42)iK34X3oX2i)-i-(3iX3aX4o)n(34)(3iXao)-f.(3oX32)(f4; 
X l(4oX43X2i)-H(4i)(4a)(o3)| j(4o)(4iX32)-<-(42X43Xoi)! i(4oX4a)(3i)-i-(4i)(43X2o) 


io8 


OKL’VRKS DK CUARLKS HliRMITE. 


moins une. Le prodiilt total est done Lien symdtriqiie par rapport 
a toutes les racines, et I’on reconnait d’ailleurs imm^diatement 
qu’il represente iin invariant, car il ne change pas quand on rem- 
place les racines par leurs inverses et qu’on les augmente d’une 
nieme quantite 

M Designons par Xo, X,, Xo, X,, X.,, les cinq prodnits de trois 
facteurs, dont se compose I’expression de I’invariant 1, de sorle 
qae 

Xo = ; (oi) (o 4 ) ( 3 ;).) H- (o2)(o3j{i4j; 

X l(oi) (o3 ) (43 ) (o3) ( o4 ) ( 12 ) ' J (on (o3) ( | 2 ) -+• (oa) ((>4) 

on pent eevire 

I =: a'sXoXjXoXoXi, 

et Xa- sera une foiiction ratlonnelle et entiere de la scnle racine och, 
Cela pose, les quantites suivantes : 

;:o = «<=-Xo(i'a)(i3)(i 4)(23) (a4)(34), 

= «6X,(23)('24)(20)(34) (3o) ( 4 o), 
z, — aGX2(34 j ( 3 o) ( 3 i ) (40) (4 t ) (01 ), 

53 = a 6 X 3 ( 4 o)( 4 i)( 42 )(oi)(o 2 )(i 2 ), 

^4 = a'’X 4 (or ) (oa) (o3) ( 12 ) ( i3 ) (a3), 

seront elles-memes, saiif un facteur qui est la racine du discri- 
minant, des fonctions rationnelles semblables de car 

on pent ecrire, par exemple, en represenlantle discriminant par A, 

^0 — « Xo (oa.) (o 3 ) (04 )’ 

ce qui est dvidemment une fonction ratlonnelle de x^. Or, I’eqiia- 
tion du cinquieme degr^, dont les racines seront ces quantitds S05 
Si, aura pour coefficients des invariants, et sera de cette 
forme 

Ls* MAz -t- 1 v/a* = o, 



LETTRE ADRESSEE A M. LIOUVILLE 


sun LA 

THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

ET SES 

APPLICATIONS A L’ARITHMETIQUE. 


Comptes rendiis de VAcad&mie des Sciences, l. LIll, i8(m (II), p. 2i.\ 
et Journal de Mathenxaliques pares et appliquees, 2‘sei’,, t. VII, 1862, p. 25 . 


« Depuis noire dernier entrelien sur Ics queslions arilhirniLiques 
qui sonl I’ohjet de vos reclicrciies et on vous in’avez donn^ uu 
noLivel exeinple de la grande f^condile cles melhodcs donl vous 
conservez le principe, je pense avoir reiissi, dans unc cerLaine rae- 
sure, i doniier satisfaction a un ddsir que vous in’avez plusieurs 
fois exprime relativemenl aux beaux tln^orcmes de M. Ivronecker 
sur les iiombres de classes de formes quadraliques. Ces theorfimes, 
qui semblent par leur nature devoir naturelleinent entrer dans le 
cercle de vos (Etudes sur les fonctions numi^riques, restaient ce pen- 
dant comine isol<^s et apparlenant a un ordre d’idees Ires dlstiiicL 
on la tli^orie de la multiplication complexc dans les fonctions 
elliptiques paraissait seule pouvoir donner acces Les demonstra- 
tions du P. Joubert ddcoulent en effet de cetle tlieorie on la notion 
de classe de formes quadratiques s’oll’rc de la maniere la plus iid- 
cessaire et joue le rdle le plus important. J’attache a ces demons- 
trations un grand prix, car elles eclairent et dtendent la theorie 

' . I . _ r . • - J - - (’ - _ t V 1 _ . .1- j: ' ,1 « _ n 


elliptiques, et dies ajoutenl un des plus remarquables exemples 
de ces liens caches qui reunissentl’analyse Lranscendanle a I’arith- 
metique. En parvenant par une autre voie a ces theoremes de 
M. Kronecker, c’est a I’ordre d’id^es Cjui vous appartient que je 
pense les avoir rattaches de la maniere la plus directe, et, si je ne 
me troinpe, dans le sens ineme de vos previsions, car la notion 
aritlimetique de classe se Lrouve remplacee par I’idde heaucoup 
plus simple etplus elementaire des formes rdduites. 

» Je suis parti des identites que fournit le developpement des 
quotients de fonctions 0, cn series simples de sinus ou de cosinus, 
et dont Jacobi a montre le premier la grande importance en d^cou- 
vrant de cette maniere I’expression du nombre des decompositions 
d’un entier en quatre carres par la somme des diviseurs de cet en- 
tier. Une extension fort simple de ce proccdd consiste a considerer, 
au lieu seulement de sin am x;, cos ams, Aams, les produits de 
fonctions doublement periodiques par des puissances de quan- 
rites 0, c’est-a-dire des expressions ayant la periode 4 < 2 t se 

multipHant par un facteur exponentiel, lorsqu’on ajoute 2 iK' a la 
variable. 

» En faisant z — et posant avec Jacobi 


0 (z) = I — '2q C052CP H- 2 ^^ COs4-'r — COSGiP 
H (z) = sina; — ay sin 3 a? -f- ay ( 7 -'* sin 5 a? — . . . , 
0, (z) = I -I- 2^ cosaa? -+-2q'* cos^cc -+- 2 cosGa? -h. . . , 
Hi(z) = 2 \/^q cos a? -t- 2 ^ q'^ cos3ar -H ay/y^s cos 5 a? -i-. . . , 


de sorte qu’on ait 
I H(z) 

sin am^ = — — cos am, 

v//t 0(^) 


A' H,(^) 

y /c 0 (a) 


A am^ = y/Zc' 

e{z) 


les plus simples de ces fonctions seront 


Hf^)0,(,z^) H,(,z)0,(^) H(,z)H,(4;) 

0 (z) ^ Q{z) ' Q{z) ’ 


(0 


pour les premieres, 



0CZ) 


= sin .r y q 

-t- siu3a;-\' (1-+- ‘igr-i) , 

-+- sin '^x \ 7-5(1 -h 27-I-+- 27-^) 

-t- sin7a7^'/7« (1 - 1 - 27-1 -!_ -xq-'* _i_ ^ 7 - 3 ) 


-H siii(2/iH- I )x\l q^^'>'-^^y\\-\-%q-^-\--iq-’* •xq-'‘^). 


\/ 


/c'K Hi(g)e i 

271 


(z) 



0(5) 


= cos a? \/ 7 


— cos 3 27 {'/ 75(1 — 27-1) 


-f- cos 5 27 y 7'-i« ( I — 2 7-1 -h 2q-‘‘ ) 


— cos72'y^7'»9(i — 27-* -h 27-^ - 

-27-9) 

-f- (— ■ i)'‘ cos(2/i-l- i)a?y/p2«^“ p 

— 2 7 -* - 1 - 2 7 — ... "1 

-|-2(~ J’’ 

= si 11 2 a? 7 (2 \/7“0 


-H s i n 4 27 7 '■• ( 2 y/7 -1- 2 v 7-9 ) 


-t- sin 6 27 7“ (2 ('/ 7-' -h 2 \/7 -9 H- 2 \ 7“*5) 

-h sin 8277*0 (2 y'7-1 -+- 2 ('7 -9 -i- 2 

y'q-ri 4_ yV/-*'*) 


-h sin 2 nxq'^'^x (/ 7-* H- 2 y/7~9 -i- 

. . .-1- '2 y 7-t2«-ir'‘ ) _ 


Quant aux secondes, introduisons la foiictioii suivanle : 

Z (x) = cos2xq (2 i^7"‘ ) 

— cos 4 27 7'' ( 2 v/7- ‘ - 2 \/q -^ ) 

H- COs627 7 “ (2 \/q '■ — 2 \/q~-^ -+- 2 \/q-^^) 

— cos8.r7i« (2 \/q-' — 2 (/7-11 -+- 2 y/^p^ — 2 yQ-vo) 
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et ces constantes, savoir : 


A = 


\ 

\ , 



\ — q 

l — q -^ 

1 — 

1 — r/7 

\¥ ^ 

1 ■+• q 

V q'^ , 

I -r- q'^ 

\ ^ , 

1 -t- q^ 

V — ; 

\ q"' 1 

i-i~q‘ 

I 

q^ 1 


q'^ , 

4 

r 4- q^ 

i-hq‘^ 

1 4- <7® 


- (2/«+l)(2«t+3) 


^ I 

i (2/«-l-l)(2/«+3) 


t *i /^H-1 


4+27 




ou encore 


VfyA=2(-0 


/it+i 1 

1 — 






elles donnent 


sin am ^11 (-s) = 

•i.7: 


/fK 


A am .2 01 (;3) = 


^'q + 

y q^ 

^ 1 4- 

m = l 

v/lK 

HHz) 

27: 

6{z) 

v/A'Ar'K Hf (5) 

2TC 

e{z) 


QU^) 

27T 

e(z) 


= A 0 ( 2 :) — 0 (o)Z, 
= B0(5) — 0,(o)Z, 
= C0(.3} — H,(o)Z. 


» Ce second groupe de foiictions se distingue essentiellement 
du premier par la presence des fonctions completes A, B, C, dont 
voici le caractere arithmetique. Ddsignaiit par n les nombres en- 
tiers = 3 (mod 4); on aura d’abord 


k = ^aaq*’\ 


le coefficient (5tant la somme des valeurs de I’expression 


^ ±zl 

= l) • 

•i) Faisons eiisuite, en supposant n pair, 

» Si I’on d<^signe par d les diviseurs impairs de n inferieurs a sa 
racine carrde et par d' les diviseurs impairs plus grands que sa ra- 
cinc carrde, on aura 

XT' V 

‘■»=2<-o -■ ‘ ■ 

» Voici done deux nouveaux exemples de ees i)arties de I'onc- 
tions que Kronecker a introduites en ariLhineliqne et qui s’odrenl 
sous un point de vue si different dans les reclierches d(^licates et 
profondes de ce savant g^oinetre sur les modules qui se rapportent 
a la multiplication complexe. Par cette nouvelle origine, elles se 
trouvent ralLachees de la mani^re la plus immckliate a I’ensemble 
dc VOS travaux sur les fonctions nunu^riques, et peut-6tre mdme no 
sera-l-il |)as impossible de df^linir par des equations diir(5renti elles 
les fonctions qui leur donnent naissance en partant de ees cx[)res- 
sions : 


ZTt:A = 

v/4- 

( «(-) ’ 


\//d? 

4 0(^) 

7. r ( ! = 

s/V ^ 

4 ®(-) 


Je remarque encore, eomme un nouveau trait de la distinc- 
tion a ^tablir entre les fonctions (i) et ('>.), que la quantite Z(^), 

qui donne A. et B en j faisant a? = o et x — -} conduit, pour 

.z: = 7 > h cette relation 
4 

00 00 


\ 




dont le developpement% la forme 


Z 


2 


(-<) “ 


Le nombre /i est = — i (mod 8) ; ka est la somme des quantiles 



pour tous les diviseurs de n infdrieurs a sa racine carrde, c’cst-a- 
dire encore une par tie de fonction. A.u contraire, dans ces cas el 
d’autres analogues, les developpements des expressions (i) ne con- 
duisent jamais qu’a des fonctions numdriques completes. 

» Apres ces deux groupes de fonctions, la suivante : 


eqz) 


pourra scrvlr d’exemple du cas le plus simple qui s’ofiVe ensuilc 
dans la sdrie des expressions obtenues en multi pliant par la pre- 
miere puissance d’une des quantiles 0, une fonction doiiblemenl 
periodique. Elle donne, en ddsignant par c-l) une constante, ce de- 
veloppement 



02(Z) 


— cAi) 0 1 ( ^ } 

— cos%xq \/cj^ 1 

— cos^ixq’* -i- 3 \/ q~'^) 

~ cos6a?^9 (\/ ^ -1- 3 -+- 5 ( Vy-as) 


cosinxq'‘ 


^/q-l 3 ^Vfy-o H- . . . 

-f-(2 7l — l) 


» On doit done encore regarder dX, comme une fonction com- 
plete, dont la valeur, sous une forme analytique touLe semblable a 
celle de A, B, C, sera 


VULla ClllC4i U-'JXJ.l.l MAC aL(J\. XMXXMC1MAX.3 CJ^MA V-- XAIA XC/ XXMX1XJJL\_, 

des classes quadra liqucs pour touies les formes de delerminaiiL — n, 
n etanL = 3 (mod 4)- 

i-x 11 " • 11 ? * II"(> 3 ) 0 j(^) 

)) PoLii' le demoiilrei', je regarde 1 expx'ession — — commc 
le produiL de ces deux facteurs 


ll(c)ei(:;) 

«(-) 


lil£) 

0(2 


\J k sin am-3 ; 


or nous avons Lrouve 



11(-2)0|(^) 

ir){z) 


sin X \ </ 

-I- sill 0 3^ ( (i -1- - ‘ ) 

-I- sin i)X ( cj-^ ( [ 0- ‘icj '■ + a q~'*) 


= sin {%n -H I ; a:.' \ x 

le nombre a devaiiL prendre les valcurs 


a = 0 , ± 1 , ±: a, ..., :Ir //, 


el. I on a 


/AK 11 ( 2 ) . /(■/ . \/(/'' . . /(p 

1 — ^ — — x SIM X 1- a sm j.?- — - -t- a sm >x — ~ ■ -4- cl.c., 

Ti 0 ( 2 j I — (] I - ry* 1 — 

de sorLe qu’en muUipHant mcmbre a membre les deux, scries, on 
devra jn’ecisement reLombcr sur le dcveloppemcnL ci-dessus de 


_K nno)0i(j) _ 

a-Ti y TT ^>'■*( 2 ) 

On Lrouve aiusi, cn se bornaiiL aii terme conslanL, 


tjli) 


=2 




\ — q 


__ _t_ ay-i-i- 'xq -'*-^. . ,-i- a^'-"’), 


=2a 


J (I'ln+i i 


par 


^^2/i+i 4 - q^n+i _j_ ^2(2/i+2) 4-. . .) = q 2 


-H-12«4-1)^ 


b designant tons les nombres entiers de zero a I’inbni. £n posant 
N = (2 /z-hj)(2;2.-i-4^-+-3) — ^a"-, 

el desigaant par F(J^) le nombre de fois que cette Equation aura 
lieu pour une valeur de N, en supposant n et b entiers et posilifs, 
a compris dans la sdrie 

O, ± I , ±2, . . . , zh rt, 

on aura evidemment 

.^. = 2F(N)y^. 


» Cecl pose, j’observe que la valeur de N representera tons les 
nombres entiers s 3 mod 4, et qu’on pent I’ecrire de ces Irois ina- 
nieres, en faisant correspondre a chacune d’elles Line forme qna- 
dratique de determinant — N, savoir : 


I. 

II. 

III. 


IS' = ( 2 n I ) ( 2 n-4- 4 6 -H 3 ) — [\a-, 

(2/1 -hi, 2 a, 2 0. •+• 4^ -+- 3), 

N = f 2 7z -t- 1 ) ( 4 n 4 ^ + 4 — 4 « ) — ( 2 ?i H- J — 2a)-, 

(2/l-t-I, 2/l-t-l — 2 a, 4^ + 4^+-'! — 4^)5 

N = (2n-!-i)(4n-!-4^-^“4 -t-4<^) — -+-'1 -t- 

( 2 / 1 -HI, 2 /i-Hi-H 2 a, 4 -f~ 4 ^ H" 4 4 <^^)- 


» En employant la premiere pour les valeurs de a infdrieures, 
abstraction faite du signe a la limite forme quadratique 

correspondante representera toutes les formes rdduites de deter- 
minant — N, ou le coefficient moyen est pair, et qui sont, par 
consequent, de I’ordre pi'oprement primitif, chacune d’elles dtanl 
prise une seule fois. Les classes ambigues seront renfermdes dans 
ce premier groupe et correspondront a a=:o (Gauss, Rech. arith., 
p. 288 ), Pour les valeurs de a qui vont de la limite inferieure 



— - — a la limiLe siiperieure n, nous emploierons la seconde ex- 
pression en leur aLtribuant le signe -f- et Ja Lroisieme en leur don- 
nant le signe — . On aura ainsi, deux fois rdp^t^e, une serie de 
formes (/>, r) de determinant — N ou se trouveiit satisfaites les 
conditions 

‘iq<p, >-g<r. 

)) En permutant p et r lorqu’on aura p >* /■, cette sdrie donnera 
toutes les formes r^duites de determinant — N ou le coefficient 
moyen est impair et positif, I’un des coefficients extremes etant 
aussi un nombre impair. On doublera leur nombre si Ton y joint 
les formes oppos^es (/?, — qif‘) en sont dlstinctes et appar- 
tiennent a des classes differentes, puisqu’il n’existe point de formes 
ainbigues ayant un coefficient moyen impair. Par consequent, a la 
totalite des deux series de valeurs positives et negatives de a cor- 
respond exactement la totalite des formes rdduites, proprement 
primitives du determinant — N. Ainsi la fonction /<^(N) qui s’est 
offerle d’abord comme la somme des nombres de solutions des 
equations I, II et III, regoit cette nouvelle et importante signifi- 
cation aritlimetique de representer le nombre des classes propre- 
ment primitives de determinant — N. Jj’eqiiation 


X 




envisagee sous ce nouveau point de vue, montre I’importance de 
la fonction complete de I’expression ■ ct va donner Irfes 

aisement I’un des tbeoremes de M. Ivronecker. 
y> Je fais pour cela x — o dans I’equation 


JL 

2 7C 




a/cK H2(-) 0i(^) 


cl>0i(5) — cosaargr \/q-^ 

— cos 4 xcp (v'< 7 “‘ y (7 "®) 

— ■+■ 3 y 5 (/q~^^) 


TT 


serie dont le terme general est 




Jj’exposant N est = 3 (mod 4), ^ d' represente la somme des di- 

viseurs de IS' superieurs a sa racine carr^e, et^ d la somme des 
diviseurs qui lui sont inf^rieurs. 

ly . . , . 

» Le coefficient de < 7 * est done prdcisement la fonction designee 

par W(N) et definie dans le M^moire de M. Kroneckcr an moyen 

de la relation 




(l — 


En employanl cette notation, on pourra done (5crire 


et cn egalant dans les deux membres les coefficients d’line memo 
puissance de g', on trouvera 

F(N)-h2F(lS — 2^-)-h2F(N — /'r-)-h...-h2l'\N — 4/.-2) =|W(N). 


Or cette relation est donnee en ajoutant membre a membre les 
equations (V) et(VJ) du Memoire de M. Kronecker, et observant 
quelafonction cp(/? 2 ) qui j figure s’dvanouit pour m — N = 3 (mod 4)- 
)) D’autres tlieoreines resiiltent d’une determination difTdrente 
de A.. En premier lieu, je fais le produit des deux series 


01 (z) = I -h 2 gf C0S2CP -1- 2^'i- cos4a? -h 2 cosGa; 


2Tr2 0-(^) 


nq'^ 
I - 


cos2a7 



cos 4 a: 


I — q'* 


qui donne pour le terme constant dans le second membre I’ex- 
pression 

no"--!-" 


V 


kK r 
■J-r:- J. 


H2(5)0,(^) 


dz 


2 1U]"- ^ / 

I — <7-" ~ 2^ \ 




02(5) — 

et, par consequent, 

1 /a/cK nqo 

•ly 7u ’ 2 mi I — <72// ^ I — q'ln 

2:^ =2 


Soil 


representera Ja soinine clc tons les diviseurs de n dont Ics 
conjiigues sont impairs eL'F,(/i)la somme de tons les diviseurs 
moindres que \/n et qui nc sont pas de inline parite quc leurs 
conjuguds. Ainsi pour n impair, coVncidera avec la somme 

de tons les diviseurs que M. Kronecker nomine et^F<(n) 

sera nul. Cela dtant, I’eqiiation 


donnera ce nouveau thdordme ou n est quelconquc : 

F{^yn — \ ) F{ !\ n — 32) -h. . .-1- /^| 4 /i — (aa -1- 1)2] = — 'iq ( n). 


» Je considere en second lieu Ic produit des ddvcloppements 
dc H(^) et de la ddrlvde de cos araz, b. savoir : 


1 - 1 ( 5 ) = ‘3.\/q sin»’ — 9.\/q^ sin 3 a? -h 2 \/ q^^ sin 5 a? — . . . , 




02(5) 


Sin 37-1- — ■ sin 3 x 

I -1— q 1 —1— q^ I — H q^^ 


sin 537 - 1 -, . , 


En opdrant de meme on trouvera 

Uvi 


^ r H2(5)0 i( 5) ^^^ /a/c'K 


, -(2ra-)-l)(2rtH-3) 


somme des diviseurs de N inferieurs a la racine carr^e. Ij’equatioii 




donnera par suite ce troisieme iheoreme 
F(N) — 2.F(N — 2’-) -iFf N - /I'O — . . . 

N-.1 : 

+ 2(-i)^-F(\-4/r2) =(_,) 4 = (_i)- 


41.' cn; 


» Le temps me manque en ce moment pour donner le systeme 
complet de toutes les relations de cette nature, et in’occuper des 
autres theoreines de M. Kroneckcr ct de ceux. oil le P. Joubert(') 
a introduit des fonctions numi'riques dlstinctes des precddentcs. 
J’aurais surtout a retrouver cette relation 




/(-+-1 


qui sans doute doit resulter de combinaisons ou entrc la function 
M. Kronecker, en la donnant comme Pexpression analy- 

tlque d’un de ses thdoremes, avail bien tWidemmenl pressenti la 
signification qu’elle recevrait dans la th^orie des fonctions ellip- 
tiques, et, a cet dgard, je ne puis trop admirer la penetration 
dont il a donnd la preuve. 

« Vo us m’avez aussi plusieurs fois parle de la decomposition 
des nombres en trois carres; dans le cas oii il s’agit des nombres 
= 3 (mods), et oti les carres sont tons impairs, void comment on 
trouve le nombre des decompositions. 

w Soil ce que devient Jlo par le changement de ^ en — q] en 
posant pour un instant e = ^ — i , on aura 


qJ\.> £ cAfli 


= y F(8n + 3)^' 


(’) Voir C. B., t. L, i860 (I), p. ■j'j 4 et suiv. 


9, 71 pAi 


"V ^ J, sMj) 

Coinme en changeanl <7 en — Ics qiumtiu’.s 

V’ 

TT 

aX-'K^ /a/cK /•Mf 2 (^) 0 ( 3 ) 


deviennent 


oil aura 


2 7T<A.i = £■'’ 


V^I 


0 f(^) 




Mais, par la substitution de ~ — x a x^ I’integrale se change en 
celle-ci : 


/ 


02 ( 5 ) 




d’ou r^sulte 


A>t = £2 i / i!ih. /■' dx, 

^ V 02(c) 

et, par suite, ii cause de e* = — 1 , 


/-^ r [Ii 2 (c) + A 'ir((>g)i 0 i(^) 


02 (^) 

I-I2(^)H-A"’llf(z) = A'02(C), 


a 7 r(JU-£oJUi) = 

Or on a 
il s’ensuit que 

et Ton en conclut la relation 

A cl 8» + 3 

— ^ =2 3)?? * = (y/? + ^9'’' 4- v/i^H-. • •)* 
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qui esl I’expression tie ce theoreme ai'ithmelique que le nombre 
des representations d’un entier N = 3 (mod 8), par la forme 
^2 -I- j /2 ^2^ en supposant y, s de m^me signe, est precisemenl 

egal an nombre des classes quadratiqiies du determinant — IN pour 
lesquelles un au moins des coefficients extremes est impair. 

K 

» Quant au cube de ^ — on 0, (o), il estdonnd sous une forme 

singuliere, el dont je n’ai pu suffisamment approfondir la signifi- 
cation en faisant x = o dans I’^quation 

^ A am 301 ( 3) = C0(3) — Hi (o) Z. 


On obtient ainsi immediatement 







1(2»2-I-11(2?«+3| 

r 

1 — ^2 //i-t-1 


Je laisse done de cote ce resultat et d’autres du inline genre pour 
vous indiquer, en terminant, de quelle maniere je concois la liai- 
son de la tli^orie des fonctions elliptiques, dans ses applications a 
I’arithmetique, avec vos recherch.es gcnerales sur les fonctions nu- 
meriques. 

» Je considere pour cela les developpements suivant les puis- 
sances de de sinam^, cos am 3, Aams, et je remarque qu’en 
posant 

— sm R„ry2 , 
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COS am 3 



— A am 
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on a 


R,j = 2 sin c/cf, 




CLclUL lllipclll, Cl LjU Uli acblglld [JUr to 1C5 UlVlSCLlia lAC Uil aULc» 

semblablemenl 


S — H 

T/, =^(— i) - cos2^+^dx. 


On relrouve done ainsi les foncLions nunieriqiies qui se sonL si 
sonvent presentdes dans vos recherches. 

» Soil encore 



eL ddslgnons par d eL <i'denx diviseurs eonjugn^s, dont le produit 
soil /i, on aura 


b„ 




d d' 




Vn 




d -f- d 


X, 


les soninies s’elendant a tons les diviseurs du noinbre n qui esi 
^ 1 (mod 4) el, en dernier lieu, 


W, 



d^d' 

X, 

'X 


n ^tant ~ — i (mod 4)- On reconnail ainsi, an |)oinl de vue arilli- 
mdlique, I’analogie des nouvelles fonctions avee les aneiennes, 
et en meme temps leur dillereiice qui consisle cn ce qii’un divi- 

seiir d est remplacd par On ne voit point encore d’ailleurs 

s’olTrir de parties de fonctions, mais elles se prdsentent en faisanl 


Zix) 



Dans ce cas n est = 


i(mod4), et, en supposant d<^d', on 
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Ja somme iie cojnprenant que les diviseurs d, qui sont inf 
rieurs k s/n. 

» J’espere, mon clier confrere, que vous n’oublierez pas m’avc 
aussi promis unc Lettre arithmetique qui souleve un pen le vo 
doiit vous vous ^tes jusqu’a present reconvert. Si vous le jngei 
propos, j'aimerais bien que celle-ci fut publide dans votre Joi 
nal, on je la ferai suivre de plusieurs articles sur divers sujets q 
s’j rattacbent et qu’en ce moment je suis oblige d’ajourner. » 



NOTE 


.suu 

LA THfiORlE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Extrait de la (>“ edition du Calcid diffirentiel et Calcul integral 
de L.vciioix; Paris, Mallct-Bachelier, iSBa. 


On cloniie, comnie on suit, Ic noin cle fonctions algdbriqaes 
aux polynomes entiers pur rapport a line variable, aux quotients 
de ces polynomes et aux racincs des Equations dont le premier 
membre cst une fonclion entierc par rapport a I’inconnue et ala 
variable. Les fonctions quc I’ on appelle iransccndantes sonl 
Louies celles qui nc renlrent pas clans la dc^finition cjiie nous 
venons de rappeler, par exemple les exponentielles et les loga- 
rlthines, les sinus, cosinus, tangcntes d’un arc de cercle, oti les 
arcs sinus, arcs tangentes, etc. Les fonctions de fonctions qiie Ton 
obliendra par des combinaisons algebricpies de ces premieres 
traiiscendantes seront encore dvidemment des fonctions Lranscen- 
dantes, et Ton voit ainsi comment on pent, quoique sans utilitd, 
cn multiplier indc^finiment le nombre. G’est en quittanl Ic champ 
de I’Alg^ibre et, en quelque sortc, des I’abord du. Calcul integral, 
qu’on est araenci naturelleinent ct sans ellbrt ti I’origine vdritable- 
ment fdconde d’une infinite de fonctions nouvelles, distinctes 
essenliellement les unes des autres, olTrant pour cbacune d’elles 
un ordre de notions analytiques propres, en m^me temps que des 






.ont attache les premiers la gloire de leur nom a cette etude, en 
posant les fondenients de la thdorie des tvanscendantes a dif~ 

f* d/Oc 

Jerentielles algebriqms, doiit les logarithmes / — , et les arcs dc 

•cercle [ ■■ ^ forraent les termes les plus simples et les plus 

elementaires. Apres les logarithmes et les arcs de cercle, ce sont 

les fonctions elliptiques auxquelles doniie naissance I’etudc des 

/ dice • • 

■ ■ - - 1 qui ouvrent la s^rie des iiouvclles 


fonctions et en presentent le premier terme. Ce seront celles aux- 
•qiielles sera consaerde cette Note, et dont on va essayer de doiiner 
line premiere idde en presentant I’esquisse de leurs caracLeres les 
plus saillanls. 


Proprietes communes aux fonctions circulaires et elliptiques. 

En rappelant tout a I’heure la cldlinition des fonctions algu- 
briques, nous avons dit qu’clles comprenaienL d’une part les 
polynomes et les fractions ralionnelles, et de I’autrc les racines des 
equations = o, dont le premier membre est rationncl el 

■entier, par rapport a la variable et a I’inconnuc y. Dans le pre- 
mier cas, les fonctions ne sont susceplibles que d'une seulc el 
unique valeur pour toutc valeur reelle ou imaginaire de x^ taiulis 
que dans le second elles ofTrent autant de determinations qu’il y a 
d’lmites dans le degre de rcqualion supposee irreductible et ([ui 
sert a les definir, TJne dilference du meme genre se montre eiiLre 
les transcendantes simples, sina?, cosa::, tang\r etarc sin.2?, arc cos ,r, 
arc tanga;, les premieres ressemblant aux polynomes et aux frac- 
tions rationnelles, comme n’etant susceplibles cjue d’une seulc el 
unique determination; les secondes au contraire, en admellanl 
^^ne infinite, sont a cet dgard comme les racines d’une equation 
dont le degr^ serait infini. El il en est ^videmment de mdine pour 
I’exponentielle et le logarithme qu’on pent coiisiderer comme 
deflni par I’equation transcendante ou de degrd infini ey'=:x. Ce 


sin a; = X' — 


•^3 ^ 7 

I . -2 . 3 I . 'a. . 3 . 4 . ■ ) I . a . 3 , 4 • 5 . 6 . 7 ‘ ‘ ’ 

X- x^ 

i.a”^ i.a.3.4 l.•2.3.4.5.6 

x'^ 

I . a . 3 I . a . 3 . 4 . 5 ’ 

X- x'* ’ 

i.a i.a.3.4 

el clu fail in^me de la convergence des stSries rdsnlte qii’en les 
arr^tant ^ un terme suflisaininenL eloign(^, les iranscendantes se 
irouvent, avec aiiLanl d’approximalion qn’on le veuL, remplacees 
par des poljnomes el des fraclions. Tout an contraire, les d^ve- 
loppemeiits 

^•2 

log([-l-X-) = .27 — — -I- 1- —1^ -H. 

a 3 4 

x^ t.3.x'^ i.3.j..r'^ 

tl r C S U \ Oi' ~ ./* -4— — H ' — T" ; — " • t • ) 

a. 3 a. 4 .) a, 4 . ( 1.7 

X7-* .r‘ x'' 

arc tang x = x :p “i- iT "*"••• 


cosa; = 


langa? = 


ne subsisLenl qu’cii supposanl la variable; inoindre quo I’miiu', el 
I’assimilaLioii approximalivc avee des pol ynouics u’esl possible epic 
dans un InLervallc fori resLreint. Endn, cL (U'ci esL le j)oiiil (|u’i) 
importe surLouL de remarquer, par unc scide valeur donnee, soil 
de I’exponenlielle ou des ('ouclions circulaircs, on en pent oblcnir 
alge^briqueinenl ou nubne valionnclIeincnL unc inRnilc d’aulrcs. 
G’est ainsi qu’eii Lrigonoindtrie rccliligiic on calcule en parlauL de 
bare de 10" ton Les les valeurs dii sinus, dii cosinus el de la tan- 
gente qui ligurcnl dans les Tables, propriele aussi rcmarquable 
qu’importaiiLc de ces fonctions, et qui ddcoule des relations 


fiXH-r = e^.cy, 

sin (a? -\-y) — sino? cosy -h siny cosir, 
cos(a7 -Hy) = cos a? cosy — sin a? siny, 


lang(a?-t-y) 


tanga? + tangy 
1 — tang a; langy ’ 



f'onctions relatives a I’argument a; et a rargument y. Ces monies 
proprietes nous les Irouverons dans les fonctlons elliptiques donl 
elles constituent les caracteres les plus essentiels, et nous les rdsu- 
merons en disant des nouvelles transcendantes, c[w^elles sont des 
fonctions uniformes, d determination unique^ analogues d des 
fractions rationnelles, auxqiielles on pent les assimiler cwee 
aiitant d’ approximation, et dans une aussi grande etendue 
cpCon le vent, des vcdeurs de la variable^ et de plus qae les 
fonctions relatives d la somme de deux arguments x et y s’ex- 
priment algebriquement par les fonctions relatives a V argu- 
ment X et d V argument y. Enfin, et de memo qu’a I’exponen- 
tielle et au sinus r^pondent les expressions inverses, log .a? el 

/ ^fCo d. * * 

— j I nous verrons, avec une ind- 

^ J f—x"- 

nlte de determinations, s’olFrir comme inverse des fonctions ellip- 
tiques, I’intligrale d’une nature plus elevec 

r dx 

J — — Idx-^) 

oil la quanlite plac^e sous le radical est du quatrieme degre cn x. 


De la periodicite dans les fonctions circulaires et elliptiques. 

Cette propriete importante manifeste d’une manierc toute par- 
Liculiere la diflference de nature des fonctions c[ui la posscdenl 
avceles fonctions algebriques rationnelles dont nous les avoirs tout 
a I’heiire rapprochees, et leur imprime leiir caractere le plus appa- 
rent en quelque sorte de fonctions transcendantes. C’est d’ailleur.'; 
par la period! cite que les sinus et cosinus intervlennent dans presquo 
toutes les questions de I’analyse, depuisles dtudes qui out pour objeL 
les proprieties abstraites des nombres entiers, jusqu’aux applica- 
tions du calcul a la Physique et a I’A-Stronomie. Aus.sl est-il bien 
digne d’int^ret d’^tudier a ce point de vue, dans la longue chaine des 
nouvelles transcendantes, celle qui s’ofFre a son commencement el 
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et Jacobi firent simultan^ment la d^couverte capitale que le.s 
fonclions ellipliques possedent deux p<^riodes, ime premibre qu’on 
pent toujours supposer rdelle, et ime autre qui est necessaire- 
ment imaginaire. Jacobi demoiitra, eii outre, qu’une fonction 
Linil'orme d’une variable iie pouvait possdder plus de deux periodes, 
et M. Liouville apr^;s lui, embrassanl dans toute sa gendralite la 
theorie des fonctions doublemeiit periodiques^ fit voir qu’elles se 
rcduisaient aux seules fonctions ellipliques, et mit hors de doiite 
la prevision de Jacobi, que ces fonctions resumaient en elles tout 
ce que pouvail presenter I’analj’^se a I’^gard de la periodicity envi- 
sagee dans le sens le plus etendu. Nous allons dans ce qui suit 
nous occuper du mode d’apres lequel se manifeste analytiquement 
ce fail si remarquable de la double periodicity, en commen^ant par 
eludier sous ce double point de vue la pyHodicite simple dans les 
fonctions circulaires. iVIais, en premier lieu et en raison de son ca- 
ractere elementaire et puremeiit aritlimcLique, nous donnerons la 
dymonslration de Jacobi sur I’impossibility d’unej fonction a plus 
de deux pbriodes. 


I. — Proposition de Jacobi. 

En designant par a et b deux quantltes dont le rapport soil ryel 
et incommensurable, on sait par la thyoric des fractions continues 
qu’il est possible d’approcher de par une infinite de fractions 

rationnelles — de mani^re ii vyrilier la condition 
n 

ami 

t — — H ; > 

0 n 

£ ytant moindre que I’unity. De la on tire 

, zb 
na — mb ~ ■ — - 
n 

Or une fonction ayant pour pdriodes « et 6 ne changera pas en 
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rendae plus petite que toute quantite donnee, et par la nous 
reconnaissons deja qu’il ne pent exister de fonction doublement 
periodique ou le rapport des deux periodes serait reel et incom- 
mensurable. 

C’est a cette meme conclusion d’une periode infiniment petite, 
ou du moins dont le module est infiniment petit, que nous aliens 
parvenir en supposant trois periodes imaginaires : 

a = a -H a' / — i , 

i = p-(-{)V=r. 

c =7 + 7 '/ — I . 

Je dis, en elTet, qu’on pent determiner une infinite de nombres 
entiers, w, /i, tels quele module de am-\- bn-\-cp soit raoindre 
que toute quantite donnee. 

Considerez pour cela la forme quadratique ternaire 

f = (aa7-)- Pjkh- ^ Y*^)' ■+• 

A” 

ou \ est une quantite reelle arbitraire et dont le determinant sera 

_ (aP'— (5gc')2 


Le minimum de f, pour des valeurs entieres des indeterminees, 
aura, comme on sait, pour limite superieure de sorte qu’en 

designant par m, /i, p ces valeurs, on aura 

(am-t- p/i-f- y;?) 2 + (a'm+ p'/n- < s/Tk, 
et, a plus forte raison, 

(a/n-i- jin -t- yjd)- - f- (a' m - 4 - P'/i-h y>)* < VTk, 

S’il est done impossible d’avoir a la fois 


reconnait que, X croissant, A peut devenir aussl petit qu’on veut et 
qu’on parvient a des periodes dont le module, ainsi que nous 
I’avons annonc6, est ind^finiment d^croissant. Toutefois, nous 
supposons que le determinant de ia forme quadra tlque ne soit pas 
nul. Mais, dans ce cas parliculier, au lieu de la forme ternaire, on 
consiclerera la forme binaire 

{oLX -h i a' T -h P'jK ^ • 

Sous la condition ajS' — jBa' = o, son determinant sera —^7—? 
et ne pourra jamais s’evanouir. Or, en supposant que le mini- 
mum soit donne pour x — m, y = n, on aura 

(awi-h (a'm-t- ^ 

et a fortiori 

(am-t- (a'm -H P'/i)’ < ^ ^ ’ 

de sorte qii’on pourra raisonner comme precedemment et parvenii' 
a une p^riode am bn. dont le module sera d’une petitesse arbi- 
traire. Ce cas particulier rentre d’ailleurs dans celui dont nous 
nous sommes occupe en premier lieu, car la condition a[i' — [da'=o 

, a -H a' »/— I a , , 

expnine que le rapport ^ = - est reel. 


II . — De La piriodiciti dans les fonclions circulaires. 

La notion gdonn^trique de ces fonctions, leur ddlinition dans le 
cercle, met en Evidence immddiatement lout ce qui concerne la 
periodicity, tandis qu’au point de vue de 1’ Analyse pure, en pre- 
nant, par exemple, pour definition les developpements 

37 ® 37 ® 


Sin37 = 37 


1.2.3 f . 2 . 3 . 4 . 5 


) oil comme la sene 


la iimiie a un poiynome enner "r 

1-4 ! 1 Mais les fonclions circiilaires soiit 

I f . -2 1.2.3 

susceplibles d’aulres expressions oii le caract^re periodique appa- 
rait tout aussi immddiateraent qu’en G^ometrie, el qu’il est d’au- 
tant plus intdressant d’^tudier que d’elles-memes, par une genera- 
lisation facile, elles conduisent aux fonctions plus elevees qui 
possedent deux pcriodes dilFerentes. Pour premier exemple, je 
prendrai le developpement en produit infini 



qu’on peut considerer comme la limite, pour m infini, du poiy- 
nome 


<p(2;) = se 





\ 

)■ 


Or on voit tout de suite qu’on a 


-H i) =— tp(ir) 


m -h l -h T 
ni — X 


ce qui donne, en supposant m infini, o{x -f- i) = — ^{^)i 
I’on conclut sin(7:a^ -f-Ti) = — sin7t.2;, et en remplagant Tc.r par .a?, 
sin(^-H 'Jt) = — sina?, et, par suite, sin(.r-f- 27i:) = sin.r. 

Nous serons conduit a un second exemple, en prenant la de- 
rivee logarithmique des deux membres de I’equation (i), savoir 


II I I 

IT CO lira? — — — 1” ■■ ' — “4^ — l— . . . 

X X — 1 X — 2 X — 3 

1 I I 

•+■ -I- -|- -i- . . . 

X I 37-4-2 37-4-3 


En changeant x en a? -t- i , le second membre devient 


III! 

— -4- — H h -1- . . . 

37-1-1 37 37 — I 37 — 2 
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et, par suite, se reprocluit, car les fractions parlielles n’onl fait 
que changer de place en s’avangant chacune d’un rang. C’est ici 
qu’on voit s’ollrir par une generalisation facile la maniere suivante 
de repr^senler une fonction ajant pour j)^riode une quantity quel- 
conque, a savoir : 

<p(.r) — a) (p{x — -2 a) o(a: — 3a.). . . 

o(,r-^a)cp(aJ-t-'2a)(^(a;4-3a)...; 

<p(a")-(-cp(.r — a)-i-cp(a? — ^a) -h — 3a)-f-... 

-I- ip(r-i- a) -h o(.T-h 2a) -h cp(x' -h 3 a) -h. . .. 

La condition de convergence du produit on de la sdrie infinie 
est seule a remplir, el, si I’on peuty satisfaire en choisissant pour 
a(^) une fonction qui soit elle-in^ine p(^riodique, on se trouve 
mene ^ Fexpression d’une fonction a double periode. Tel serait, 
par exemple, le d(^velop|)einenL 

II I I 

sinr sin(a^'— a) sin(.r — 2 a) sin(ic — 3a) 

i I 1 

— j— — HI* [ —» -.1^. I . I I .1 ■' |— , • , ^ 

sin(.7.' -t- a) sin( rr -h •;> rt ) sin(a"-i-3a) 

qui s’cHi’e |)rdcisdnient dans la thdoric des fonctions elliptiques, el 
qu’on. prouvera facileinent dtre convergent lorsque la quantile a 
sera imaginaire. Si I’on su|)posaitrt reel, les terines successifs de la 
sdrie ne tendant jtas \'ers zdro, la divergence serait nianifesLe, ce 
qui s’accorde bien avec ce qui a ele dll prccddemmetU de i’impos- 
sibilitd d’une fonction i) deux pdriodes rdciles. 

Mais on |)euL ne pas employer I’inierniddiaire d’une fonction 
ddjt\ pdriodique, et parvenii'tl Fexpression d’une sdrie doublement 
periodique par ce ddveIopi)ement doublement iiifnii 

^ ( iP -+- ma -t- n/j ), 

a et 6 ddsignanl les pdriodes, m et /t. des nombres entiers variables 
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m et ji recevant encore Louies les valeurs entieres, en n’exceptant 
que la combinaison m = o, n = o. Mais I’^Lucle approfondie de 
ces expressions a revele une circonslance imporLanle aulant que 
singuliere. M. Cajlej, dans un Memoire sur les fonctions double- 
ment periodiqiies public dans le Journal, de M . Liouville, t. X, 
a fail voir que leur valeur dependail essenlielleinenl de la loi suivanl 
laquelle on fail croitre simullanemenl jusqu’a I’infini les nombres m 
et n. Par exemple, on oblienl une expression analjlique parfaite- 
inent definie et determinde, en admelLant la condition que m et n 
soient les coordonnees d’un point contenu dans I’interieur d’un 
cercle x- -\-y- =R.- donton augmente ind^bnimentle rayon. Mais 
en remplacant le cercle par une aulre courbe, ce sera une autre 
function qui s’ofl'rira a la liinile, et au lieu de r^aliser de la sorle 
des fonctions doubleinent pdriodiques, qui se reproduisenl en 
changeant x exv x a el x on parvient a des fonctions qui se 
reproduisent mullipliees par un facteur exponentiel. Ces fonc- 
tions presentent en efl'et relement analytique fondainental sur 
lequel repose, comme nous le verrons, toute la ih^orie des fonc- 
tions elliptiques. Mais on remarquera que la provision fondee sur 
Panalogie des expressions 



X 

m 



£ 

ma nb J 


ne se trouve pas juslifide, et que les secondes ne sont pas pr(5ci- 
s6ment les fonctions a deux p^riodes, bien qu’elles en fournissent 
les elements essentiels. Ne pouvant exposer dans Loute leur dten- 
due ces considerations delicates et interessantes, nous aliens tou- 
lefois en donner I’id^e en nous bornant aux produits simplement 
infinis qui conduisent aux fonctions circulaires. 



1 envisage comme la iimue aeja consicieree, savoir : 


X 





X 

m 



pour m infinimenL grand. Faisons, en effet, 


(0 


Cp ( .2? ) z=x 




et concevons qu’ou angmente indtdiniinenL m et n en posanL la 
condition 

m = oj n, 


to designant une constanle d(5sign<5e a Favance; nous allons mon- 
trer que pour n infini la limite de o{x) depend de (o, et n’est p<5- 
riodique qu’en supposant to = i . 

Soil, pour abr<5ger, 


2 

2 


I 

X — n 
i 

x-h in 


I I 

— 

X X — I 


[ I 

1 

07-1-1 X -Y- ‘X 


-f- 


I 


I 

, 

X -1- m 


I’dquation (i) donne, en prenant la di^rivde logaritlimique des 
deux membres, 


(■i) 


_ V _L_ V ' 

<!>(x ) Ad. X — n Zd X H- 


v{x) 

Or on a identiqueinent 

I _ / [ 1 _ V L — V — Vi 

Adx — n At\x—n n) Zd n Zd nx — n* Zdn 




X in m 


2i=2 


— X 


nxx->rm^ 


. V i- 

dd m ’ 


de sorte qu’en faisant encore 



on peuL ecrire 


o' ix) 

O { X ) 


jimi nx — ix'^- j6^ 


m2 


\ 


et il s’agit il’obtenir la limite du second membre lorsque m et a 

croissenl iusou’a I’infini. Or les series ^ — r 

1 nx — n- jU mx -+■ 

sont I'line el I’aulre convergentes, ont sbpareinenl des sommes 
finies et donnent lieu par consequent a des limites parfailement 
d^terininees, ou la condition ni — oin ne pent jouer un role. Mais 
il n’en est plus de meme a I’egard des series dont les 

sommes croissenl indefiniment avec m el /z, d’ou rc^sulte que a se 
presente comme la difference ind^termin^e de deux infinis, et il 
s’agit d’en obtenir la valeur. 

Nous representerons a cel effet, par une inlegrale definie, la 
en parlant de la relation 


, • 1 I t 

sene — | h • • • H 

I 1 m 


f dx — - • 

•A 


On aura eHectiveinenl 


~ = r dx{\-^- X x'>i-^) = f 

’A A 0 


dx 


et il en resulte que la difi^rence des deux series semblables 

2^’ 2^ p” 


C dx - C dx - r' 

A 1 ^ -A * - ^ -A 


dx 


^11 


et il s’agit cle trouver ce que donne cetle intc^grale en posant 
m=:a)n, et faisant n infinim^t grand. On y parvient aisement 
par cette transformation tr^s simple 


On a, en effet, 


f 


dx 


x ”- — 

i — X 


dz 


ei, par consequent, pour n innm, i integraie men c.onnue 



g— 2 g-W2 

clz = / CO . 


La quantity d^sigin^e par )>, ayant ainsi pour valeur /ca, ne s’^va- 
nouit qu’en supposanl to =: i , et, dans ce cas, l’(^quation ( 2) de- 
vienl 

cp' ( 3" ) I I I I 

^ ^ _3^ — 

cp ( 3.' ) X X — I X — 2 ' " ’ X — tn 

I I 1 

-+- -H -I- . . . H- •) 

X -h i X X /n 


eL il esL visible qu’on |)euL reniplaeer les deux series infinies par 
cette seule s4rie convergenLc 

(o'(x) I ’IX -tx -ix 

= — -+■ -t- -H . -f- -f- . . . 

^(x) X x'^ — f ir- — 4 •'T- — ’ 


dont la sotnine esL TrcotT:,/;, Mais, en general, el en laissaiU enlre 
111 et n le rapport arbitraire to, on aui'a 


d’od 

et, par suite. 




= TC COlTT.r /lO, 


/ dx = I sin -KX -h xl 10 -h const., 

cp(^) 


cp( ,r) = siim:.?', 


C {^tant une conslante. 

Ce r^sultat met en Evidence le genre particiilier d’inddtermina- 
tion qtie coinporte rex|)ression H- et potirra servir 

faire comprendre le fait analogue relalif au |)roduiL doublement 
infini [ J[ t j tlonl la valeur gdntJrale s’obtient en 

multipliant par une exponentielle de la forme une valeur 

particuliere, d6teriniii(5e en ddfinissant par une courbe, comine 
nous I’avons dil plus baut, la loi suivant laquelle on associe les 
nombres entiers /n et n. en les faisant croitre inddfiniment. 



dont I’illustre geometre a fait la base d’une thdorie complete des 
fonctions doublement periodiques ('). 


IV. — Proposition de M. Liouville. 

Elle consiste en ce que Louie fonction uniforme, possedant 
deux periodes a et se reduit n^cessairement a une constante 
si elle ne devient infinie pour aucune valeur de la variable. Par- 
Ions en effet de I’expresslon suivante, de toute fonction entiere, 
uniforme, ayant pour periode a, savoir : 


f(.) = V 


A/^ e 


2 m 


i TZ .r 

II 


La condition f [x -i- b) ~ {(x) donnera Legality 


2 


irn 

e 


i Tt 0 
a 


2 in 

e 


i 

n 



2 m 

e 


nz.r 


II 


et, si I’on mnltiplie les deux membres par e ", on trouve, en 
integrant entre les limiles zero et a, 

itzh 

A,„ e « = A,„. 


On en conclutque A,„estnul, caren supposant iraaginaire, ainsi 
qu’on le doit, le rapport des deux p(5riodes on ne pent avoir 

•> m ^ ^ 

e " = I que pour la seule valeur m == o. Km devant ^tre sup- 
pose nul pour toute valeur de m, sauf m = o, on voit que f [x) se 
reduit a la constante A^. 

Cette proposition, aussi simple qu’importante, nous fait voir 
que les fonctions a deux periodes seront n^cessairement des trans- 
cendantes fractionnaires; elle rend compte a priori des singula- 
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X 
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et montre l’iinpossibilit(^ de donner pour origine aux functions a 
deux periodes I’expression plus gdn^rale 

(p(,r)t&(a7 — a) — •xa)c^{x — 3«). . . 

en prenant pour '-p(^) une function j^eriodicjue entiere. Mats ces 
expressions, si elles ne peuvent conduire aux functions a double 
p^riode, nous ainenent a celles qui leur serveut de numdrateur et 
de ddnominateur, et c’est a ce moment qu’a proprement parler 
nous entrons dans I’dtude des fonctions elliptiques. 


Definition des fonctions y(.r), \i{x), leur expression en produits 

et en sdries. 

Rien n’est plus imporLant ni j)lus digue d’inUirdt que I’elude 
attentive des procddds jjar lesqucis, en partaiit des notions antd- 
rieurement acquises, on parvient a la counaissance d’une fonclion 
nouvelle C|ul devienl I’origine d’un nouvel ordrc de notions analy- 
tiques, et uu traitd coivqjlet sur le sujet qui nous occupe ne devrait 
omettre aiicune des mdtbodes ddcouvertes et suivies a I’dgard des 
fonctions Q{x) et li(x). Mais ici nous n’eu indiquerons que deux, 
la premiere se liant naturellement a ce qui prdcdde, et la seconde 
devant nous permettre de donner un apergu sur les fonctions ana- 
logues, mais a |)lusieurs variables et rl’un ordre plus dlevd, qu’on 
nomme fonctions abelienncs ou allra-eiliptiq lies . 


— Preniidre mHhode, 



r ~ j ~ o ii\/ t/i A 

riode aK, nous considererons, au lieu des expressions 

©(rr) (fix — iK' ) a{x — 2 j'K'). . . 

«p ( .T -h i K' ) tp ( a? -1- 2 I K' ) , . . , 

que nous savons ne pouvoir servir a la definition d’uae fonction 
entierenient determinee, la suivante : 

4'(a7) = cc(a7-f-iK')ip(a;-r'3tK')cp('j7-t-5tK')... 

<p( — a"-4-iK')o( — a?-t-3iK')cp( — .r -h 5 ili' ). . .. 

On aura d’abord 

4>(a7-f-2K) = 

et I’on trouvera ensuite immediatement 


<^(x -h 2iK') = <l>(a7) 


CD ( — X — t K' ) 
cp ( a? -4- i K' ) 


On n’a done pas ainsi une fonction doublement p^riodique, mais 
ce nouveau type d’expressions conduit, comine nous allons voir, a 
des fonctions parfaitement ddfinies et ddtermindes. 

Soit, par exemple, la fonction entiere ayant aK pour pdriode 


cp(ac’) = I — e 


ce qui donnera 


En posant 


CD ( — X — J K') - (D.' + c K') 

* — — g li 

cp(a7 4- j K') 


on trouvera 


cp[a7 -t- (2 /n- -t- i) « K'] CD [ — X -h {2m -+- i ) i.‘K'] 


= I — 2 9'-''“-*'* cos 


et, par suite, 


«l'(a:) = — -ig cos 9 '-'^ 


1 — 29"’ cos ^ 9 j (I — 29'® cos 


X 




•J* {cc) 


miiiee, car la d^riv^e logarithmique donne celte serie 


2Tt . Tra? 
= sin 


X 


'iiu. iiiO- . „ JU4,- 

I — 25 ^COS ^ - 4 - 9 - I — 2^3 cos - 1 - 1 — 2 ^»C 0 S— H“< 7 l 


c[ui, dans ce cas, est tou jours convergente, quelle que soil la va- 
leur reelle ou imaginaire de la variable x. 

En inlrodiiisant en facteur une constante A, nous poserons avec 
Jacobi 

Q{x) = A4>(a7), 

ou bien 


0 = A(i — 2q cos a a? -t- g^) 

X (1 — 2g^ cos 2 a? -+- g^) {1 — 2^® cos 2 a? -t- . .. 

C’esL la premiere des fonctions qiie nous voulions d^finir; elle v^- 
rifie les relations 

i 0 (a 7 -I- 2 K) = ©(• 2 ^), 

(0 -i^u--Mic) 

I 0 (a 7 + 2iK') = — 6(x)e , 

c[iii servenl de base a la th^orie. 

En second lieu, soil 

ll(x)= — t 0 (a 7 t'K') ^ 

on iroLive immi^diaLemenl les relations toutes semblables aux pr^- 
c^dentes 

^ H(.r-|-2K) = — H(a 7 ), 

I H(^+ 2 j-K') 

et, pour I’expression ddvelopp(5e, la formule 

H = A.2 sina 7 (i — 2g^ cos 2 a? -hg^) « 

X (i — 2g‘^ cos2a; -+- g^)(t — 29® cosaa; -t- 9I*). ... 


lions 

H(a7-4-2K) _ H(a?) 

6(ar-r-'iK) 

H (a;- 4 K) _ H (iP) 

0(a?-i-4K) 0(.r)’ 

H(a7-f-‘iiK') _ H(a;) 

0(a7 -H aiK') 0 ( 37 ) 

Faisons enfin 

01 (a?) = 0 (ut K), 

Hi {x) = H(a? -+- K), 

c’esl-a-dire 

^ [ iKx\ , 

01 / — ■ j = A(I -h 9 . 9 ' cos 997 -f- 9 '*) 

X (i-t- 9 9r3 cos 907 q^){i “iq^ cos 9 a; h- , 

Hi ^ ^ -- j = A-i 1 ^ 9 ^ cos 97(1 -t- -xq^cosix q'*) 

>c {i-h ^q’* cos 20? H- <7*) (i -i- iq^ cosaa? q^^). . .. 

Ces deux nouvelles fonctions conduisenl aux relations 


( 3 ) 

( 4 ) 


I 0i(a7-)-aK) = 0i(a7), 

' _iIE.| . 'KM 

i 0] (a? -H 2 i’K') = 0i(a7)e ^ 

^ Hi(a7 -f- 2 K) = — Hi(a7), 

1 Hi(a7^2tK')= Ht(a7je~'ir'-^-^‘‘^\ 


de sorte que les quotients > ^ 7 ^ seront encore des fonctions 

a double pdriode qui se lient chacune a la prdcddente a pen pr^is 
comme le sinus au cosinus, et completent le syst^ine des trois 
nouvelles transcendantes dont I’dtude constitue la theorie des 


fonctions elliptiques. Nous allons les retrouver sous une forme 
analytique differente, qui les rattache aux transcendantes ultra- 
elliptiques a plusieurs variables et a pdriodicitd multiple. Mais 
Cette nremifirfi mp.thodp n Pavantacrp rlf» rlnnnAT' Ipe 


0 {x) 

= 0 , 

37 = 2 /u K 4 - ( '>, in' 4 - I ) 1 K' , 

H { x) 

= 0 , 

X = 1 in K 4- 'im' i K',' 

0 i (37) 

= 0 , 

X — ('i/n 4- t ) K 4- ( 2 4- 1 ) « K', 

Hi( 37 ) 

= 0 , 

X = ( 2 m 4- I ) K -4- 2 /n' i K', 


m etmMesignant des uombres entlers quelconques. Aux diverges 
relations fondamentales qiie nous venons de donner, nous join- 
drons encore celles-ci, dont il esl souvenl fail usage, 

1 0 (a7H- iK') = 

I / TT . ■ 

] H (r iK') = t'e {X) 

j 01 ( 37 -4- i K') = H| ( a;) « ^ 

' Hi( 37 -t- i K') = 0] (37) (2 

Enfin nous remarquerons que ces fonclions ne changent point en 
y remplagant x par \x^ K et K.' par a K. et XK', de sorte qii’on pent 
particulariser I’une des p^riodes, prendre par exemple K. = i , car, 
de ce cas special, on reviendra iininddiateineiiL a nos expressions 
g^n^rales. Mais c’esL une particularisation did'drente de celle-l^» 
que nous aurons a meltre en usage, et donl nous ))arlerons lors- 
qu’elle viendra naturelleinent s’oflrlr. 


II. — Deaxihme m.ithode. 


La proposition de M. Liouville consistanl en cequ’une fonction 

2 i 7C x 

uniforme endure ^ A,;, e " , qui admet la p(^riode a, ne pent, 

sans se rdduire fi une constante, admettre une autre periode 
conduit naturellemenl; a rechercher I’expression analytique des 
fonctions ^double periode sous la forme fractionnaire 


2 a, 


A,,, e 


‘l m — [x + b) 


2 »> — {.r + b \ 


6 desigaant la secoxide periode. Faisant, pour abreger, 


b 

m- 

t1 = e ", 


il viendra, en chassant les denominateurs, 


=2b- 


2a, 


et dans cette nouvelle ^galit^ les coefficients d’une meme expo- 

nenlielle e " devront ^tre ^gaux. Or on reconnait iramediate- 
ment que ces coefficients seront les series 




et 






de ^orte qu’en mettant pour un instant n au lieu de m pour indice 
dansle terme general de laseconde, on sera conduit a cette egalite, 
qui devra avoir lieu quel que soil u : 


2 


11 pourra sembler difficile de tirer de Ici les fonclions incon- 
nues A.m et dans toute leur g^n^ralit^ ; aussi nous bornerons- 
nous a cbercher cette solution qui s’ofFre d’elle-m^me, et qui con- 
siste a obtenir I’^galite des series en les rendant identiques. INous 
poserons done 

et nous imaginerons que n soit exprim^ en fonction de m, de 
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liendra en faisant 


n = m-\- k, 


k eLanL entier, et apres avoir ^crit I’^galile pr^c^dente sons la 
forme 

A 

on Lrouvera ainsi 


^ 




Mais devanl salisfaire, quel que soil p, a ceLte condition, on 
pourra poser 

(JL — m — k = m' , 


m' 6lant entieremenL ind^pendanl de w, ce qui donnera 


^rn'-hk B;, I -)-/(■ 

“ q2"' \in, ’ 


d’od Foil voil que chaque jmeinbre esL mie quantity conslante. 
Ainsi les fonctions inconnucs A^ el B,«sonLdeux solutions de cette 
m^me (Equation aux dill'drences finies^ 


w+/i- 


= const., 


dont I’inltigrale g^n^rale est 

m* 

j-r- + a 

-2/« = ql" It mi 

a dependant de la conslante du second membre, et Um devant ve- 
rifier la condition 

tt/n-hk — ttffi. 

Cette quantite a pent ^tre parlicularisee, comme on le voit, 
sans restreindre la generality du resultat, car il suffira pour la 
retrouver de changer dans la fonction a; [en a; nous la suppo- 



am q e 


m- ^ 

A' o~ a 


=2 

-}-00 

n (5?) = > d,ni) /•■ e " , 


//?- , /7U.r 


rj> / ^ \ ^ ^ 

le quotient sei'u I’expression d’une fonction doublement p6- 
riodique, donn^e par notre analyse, et il s’agit maiiitenant d’(^tu- 
dier de plus pres ces series reinarquables aiixquelles nous sommes 
conduit pour le numerateur et le denoininateur. 

En premier lieu et relativeinent a la convergence, si Ton sup- 
pose, comme nous l’a^ ons fait deja, le module de q infdrieur a 
I’unite, le nombre entier A' qui demeure arbitraire devra dvidem- 
ment etre pris positif ; mais, cette condition admise, les deux series 
considerdes comme procddant suivant les puissances quadratiques 
de q prdsenteront pour toutes les valeurs rdelles on iraaginaires 
dela variable la convergencela plus rapide, el dont aucun exemple 
n’avait encore eld donne en Analyse. En second lieu etpour saisir 
de quelle maniere se rdalise la double periodicitd dans le quo- 
tient, cliangeonso: en x + 6, par exemple, duns le numerateur. On 
trouvera 


ou bien 


4 >(ar-t- A) 


I t : , 

tm — (.v-i- h\ 

e "■ 


Ct,n 0 


m- , /'7r,5’ 

, — — h2/« 2«/ 

4>(a7-i- 6)= 2^amA ^ e « , 

i TZ 11 


en ayant egard a la valeur de q = e " . Mais dans le terme ge- 
ndral il est permis de remplacer m par /7Z — k, puisque I’indice 
doit recevoir toutes les valeurs entieres — oo a H-oo; on trouve 
ainsi et en faisant aru_/(— a„i, 

— /•)“ . , /Tt.f 

J ^ l-2(m — A-) 2(m — A-) — — 

<P{x-h b) = ya,nH ^ e 

jmm 






- k 2 {in — A-) - 

e 


= 1 " 


- 2 *-- 




THEORIK DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


i 47 


de sorte que la serie primitive se reproduit en facleur. 

Nous ecrirons cetle relation fondamentale sous la forme suivante : 


^{x ^ b) ~ ^{x) e “ , 

el en observant qu’elle a ^l^ oblenue sans rien supposer sur les 
coefficients arbitraires nous y joindrons celle-ci : 


. —A — (2 A) 

11(07^-6) = IT {a:‘)e " 

Par la se manifeste de la maniere la plus claire ^ quoi tient la 
double [)^riodicit^ du quotient des deux fonctions ^>(Ar) et 0 (x). 
Ghacune d’elles admel la p^riode a, el, lorsqu’on y change x en 
X -h 6, elles ne font qu’acc{udrir un ineme facleur exponentiel qui 
disparait par la division ( * ). 

Bientot on verra le r6le important que joue le noinbre enlier k 
qui introduit au numeraleur et an d(^nominateur k constanles 
arbitraires d’apres les I’elations 




b ni+k — b,!,. 


Mais nous d evens des it present reniarquer cju’il esl impossible de 
satisfalre aux conditions 


-)- aj = 4»(a7}, 

‘1^(37 -r- i) —^*{x)e 


— A — 12.1' -1-^) 


par d’autres fonctions uniformed entieres, t|ue par la sdrie preh;^- 
dente. Qu’on fasse, en ell’et, pour se placer dans cetle hypolbese 
en veriliant la premiere de ces conditions, 

^ j/dilLL 
clJ(x) = > A,„ e " , 
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OH plulot 


<I>(a 7 ) = > a,„ii * e 


il viendra, en substituant dans la seconde egalit^ el en compaiaiil 
les coefficients d’une meme exponenllelle, = a,n- A.vant 

d’aller plus loin, nous nous proposerons dans .une courle digres- 
sion de dire quelques mots d’une generalisation aussi remarquable 
qu’iinportante des series que nous venous de rencontrer. 


III. — Apergu sur les fonctions de plusieurs variables 
d periodicite multiple. 

Une fonction f(^i, ^25 • • •? ocn) de n variables pent etre perio- 
dique non seulement par rapport a cbaque variable consideree 
isolement, mais par rapport a leur ensemble, lorsqu’elle verifieune 
condition de cette forme 

di, a?2-T- ^2, . . a;«-+- a„) = f(a7i, a72, 

Sous ce point de vue plus genei'al, on a d’abord cette proposition 
qu’une fonction unifonne de ii variables ne pent admettre plu.s 
de in periodes simultanees (*). Mais 11 est extrememenl remar- 
quable elc’est ^ M. le D‘' Riemann, de Giittingue, qu’on doit cette 
belle decouverte analjtique, qu’a I’egard des fonctions uniformes 
ou bien d^termln^es, les an periodes simultanees ne peuvent etre 
des quantites donnees a priori, et independantes les lines des 
autres. Qu’on forme, en effet, avec n periodes simultanees conve- 
nablement clioisies ; 


dl, 

d 2 , . . 

• , 0,n\ 

bu 

62 , 

• 1 bn , 


^25 • • 

• 5 • • ? 

• 5 8^ II- 1 


les n fonctions lineaires 


V 


Jin posant 


ff X,, .X.2, . . X„) = Ffa?!, a?2, . . a7,j) 


on aura une fonclion transformee simplement p^riodique par rap- 
port a chaque variable, inais qui conservera a autres pdriodes 
siinultandes, et c’esL a leur egard que se manifesle dans toute sa 
simplicity la relation que nous voulons ynoncer. Reprysentons-les 
par 


■^ii 

B,, 


A.,, 

B 2 , 




Gq 


Gff 


La proposition de M. Riemann consisle en ce que les termes de 
ce Tableau qui sont placds sjmytriquement par rapport a la dia- 
gonale A,, Bo, . . G/i soiit ygaux entre eux, ou, ce qui revient 
au meme, en ce que les functions lineaires 

A-i ■+■ Ao X'2 H- . . . 

B 1 -H BjiPi H- ...•+■ 


G I a? I -f- G 2 X 2 -t- . . . H- 0,1 


sont les dyriv^es partielles d’une indme forme quadratique a n in- 
determinyes. 

Void maintenant la g-yneralisation des scries relatives aux 
fonclions a double periode, el ([ui donnent I’expression analy- 
tique des fonctious analogues a n variables el 2 /i pdriodes simul- 
tanyes. 

Repryscntons la forme quadratique dont il vient d’ytre question 
par cp(a7| , .ro, . . x,,) et posons 




X,,) 


^ 2 ' 


ii% nn 1 .f'l -t- Wa .»a +. 

e 


in 


ie signe^s’ytendant a toutes les valeurs entiyres de — co k -|-oo 
des n indices /n,, m,,, et le coefficient constant a, 

etant assujetti a la condition de reprendre la rnyme valeur lors- 
qu’on augmente du noinbre entier k I’un quelc6nc[ue des indices. 
Cette fonction est yvideminent pyriodique k I’ygard de chacune 



on aura 




1 di> 

2 da. 


x-i -t- 


1 

2 


da 
da^ ’ 


1 ] 

2 da,i/ 


= <i> (aTj, . . .^ Xn) e— ^'1t[2rt,.rj + 2«.j.r-2 + .. . + 9 (I'/i.rt,, ...)]. 


Cette relation ne contenant pas les constantes ^ne 

autre serie n(a;i, Xo, ..., ou ces constantes auront des de- 
terminations differentes, donnera de meine 


1 da 

Xi -h- 

2 da\ 
— n (a;,, a?2, 


1 da 

2 da^ ’ 

X,i ) 


.r,r 


1 da 

2 dun 

. .-4- !P (rtl, rin, 


ri <1 I ^‘>1 

li en resulte que le quotient — 


,, x„) 


representera une 


:a?i, a?.>, . . x„) 

fonclion de n variables a m periodes, n d’entre elles ^gales a 
I’unite et appartenant separ 6 ment a chaque variable, les n autres 
etant les termes du Tableau dont on a deduit la forme quadratique 
x,i)- Elles resultent effectivement des egalites pr^- 
cedentes, en y supposant successivement nuls, sauf un seul q\i’on 
prendra egal a runitd, les nombres entiers a^^ a-,, .. .. an- Nous 
voyons aussi figurer dans les series un entier k dont depend le 
iiombre des constantes arbitraires qu’elles renferinent; or ce 
nombre sera limits et fini, lorsque la condition suivante, dont la 
decouverte appartient encore h M. Riemann, sera remplie. 

Soit 

Ply Piy • • • y Pn-y 
qiy qiy qny 


il, So, •••, ^tly 

un systeme de n- constantes arbitraires, il sera ndcessaire et suffi- 
sant que les fonctions 

Xn-^Pn)y 
^2 ■+• ^ 2 i x„ -+-qu)-i 


f (^l ■+" ^\y 370 -+- So, • • • ) Xn S,,.), 

dgaldes a z^ro ou I’inlini, n’admettent qu’un nombre fini et limits 


L- est a Lropel el a LM. riosenaam qu csl due la premiere notion 
dcs series dont nous venous de parler, el leur application dans le 
cas de deux variables, a I’expression des fonctions inverses des 
int^grales de radicaux carres de polynomes du cinquieme on dii 
sixieme degre. M. Weierstrass, depassant de beaucoup les r^sul- 
tats obteniis par ces deux illustres analjstes, rdsolut dans toute sa 
generalite a I’aide des memes series le probleme de I’inversion des 
int^grales de radicaux carres de polynomes de degr6 quelconque. 
Apres lui, en suivant une vole toute diffiu’ente, M. Riemann 
parvint aux m^mes r(5sullats, et e’esl dans le champ plus vaste en- 
core des transcendantes a din’erentielles algebriques quelconques 
que ces deux grands Geometres se rencontrerent en obtenant en 
m^me temps la solution du probleme si general de I’inversion des 
int^grales de fonctions algebriques quelconques, Tune des plus 
belles et des plus iinportantes questions qui se soient jamais ofTertes 
en Analyse. 


IV. — Comparaison entre les expressLoas sous forme de produits 
injinis et de series des fonctions C-) et 11. 


Nous venous, dans un rapide apergu, de montrer le lien et I’ana- 
logie des series qui donnenl rexpressiun des fonctions doublement 
p^riodiques a une seule variable, et de celles qui conduisent aux 
transcendantes alxiliennes les plus generales. Mais le cas le plus 
simple dont nous allons nous occupcr exclusivement est le seui oii 
ait lieu une decomposition en facteursque ne comportent aucune- 
ment les cas les plus gcneraux oii les series renferment deux ou un 
plus grand nombre de variables. IjC rapprocliement de ces deux 
genres d’expressioiis se pre.sente de lui-meine, el resulte de ces 
relations qui out etd precedeinmcnt donnees et que nous reunis- 
sons ici : 

-f* / K'l 

0 (a? -+• 'ii t K ) = — ^ {x) e , 

11 (ar-4- 2 tK') = — H (a?) (3 , 


0 (a? -4- iK) = 0 (.r), 

H ( a; -H 2 K ) = — 11 {x)^ 




V/ V X VAV^JUl-i AXl U 


0(iP -4- 4 K) = 0(a?), H[(a7 -H 4K) = H(a7), 

on voit quo les fonctions 0 (jr) et H(a;) satisfont toutes deux a ces 
conditions 

‘i>(a: -t- 4 K.) = <f>(.r ), 

^ . • rrn 

<l’(a 7 H- 2 iK') = — ^{x)e , 

et les fonctions 0 |(a;) et H|(a?) a celles-ci, pour tine raison sem- 
blable, 

4 >(a 7 '-t- 4 K) = <I‘(a 7 ), 

-h liK') = ^(x) e K 


Mais ce sont pr^cisement celles que verifie 1 ’expression gt^iierale 

^ tu.c 

^ fyi ■■ ■ ■_ 

> a,„([ >' e « , 

Jmm 

lorsqu’en supposant le nombre k ^gal a 2, on prend pour p^riodes 

a. = 4 K, 

h — li K'. 

Les constantes am se reduisent aiors k deux, a„ et , et, coinme 
elles suffisent, ainsi que nous i’avons etabli, a reprdsenter la solu- 
tion de ces Equations la plus g^ndrale par des fonctions entieres, 
en leur attribuant des valeurs convenablcs, les fonctions 0 ) (x) 
et H| (x) seront donn^es par la serie 



iTZ.r 

— 2 m 

a,n 4 2 e fl 



iTZ.r 
« fn —77— 

q>n g ^ ^ a\ 



{till + 1) 

e 


i 7t .T' 

2K , 


Cette determination resulte d’ailleurs immediatement des condi- 
tions 


/V . 


01 {x iK) = 01 (a?), 

Hi(a7-)-2K) = — Hi(ir); 


aura 


„ 2 m — — 

a 01 {x)=y <y"‘- e , 


iTZx 

Q IT / V' ' 12//7-+-1) 

j3 H I f a-.' ) = 7 CJ * e 

tn 


2 K 


en cl^signant par a et des quaiiLites constanLes. Si Ton remplace 
les exponentielles par les lignes trigoiioiuelri([ues et la variable x 

par ^ — , oil obtlendra ces d^veloppements remarquables 


a 01 

/ 2Kx \ 


cos 6 a- - 1 - 

— 

= 1 -h 2 q COS 2X -i- 2 q'* cos !\X 2 q^ 


V -n: / 


pill 

/ 2 Ka7\ 

= 2\/ q cos.r -h 2^ q'^ cosia^ -h 2^^-“ 


1 X ) 

COS 'JX -h 


En y remplaganL x par x on en deduira 


a0 


•). K X 


= I — !(/ cos'ia? ■+■ 'iq'* cos4 X — >.( 1 ^ cosGa: •+• . 


P H ( ^ ') = y q sina? — q'^ sin Sa? -h 2 ^q^^ sin 5ir — . 


D’aiJleurs, en ayant egard a la relalion 


iTt 

/ — — .12.«’+< Iv I 

01 ( .r -H t K ) = n 1 (cr ) e * 


on troiivera que les deux consLanLes a cL [il sonl egales entre elles. 
Voici done entre les s<iries el les produils Indnis des relations d’i- 
dentit^ extr(5niemenl dignes d’inleret, et auxqueJles bien d’autres 
ra^thodes pourraient conduire. Jacobi, le premier auteur de leur 
d^couverte, et M. Caucliy, en ont donne plusieurs qui sont lout a 
fait ^l^mentaires, mais e’est surlout la suivante qui appartient k 
M. Caucliy, et presente ce earactere aiiisi qu’on va le voir. 

Gonsiddrons avec I’illustre Geometre le polynome entier et (ini 

Cf(.z) = (i-l-s)(i-+- qz) (i ■+■ q^z). . q'‘-^z) 

= I -t- Ai ^ Ai 3* A„, 3" . 




d’ou Ton d^duit Imm^diatemeiit 


A.,- = q 


( I — ( I — ) . • . ( I — qii-i+\ ) 

{^ — q){^ — q^)---{i — q^) 


Cela pos^, nommons un instant $( 2 ) ce que devient cp(5) en y 
remplagant q par n par ’in eX z par - • Si I’on fait 


= [ -4- aiz -H 82^2 _j_. . a2,t^- 


on trouvera ais^ment a/ au moyen de A/, et, en introduisant n + 1 
pour indice, on aura cetle expression 

„ (l — )(l — . .(t — < 72 «- 2 /-I- 2 ) 

Le nombre entier i doit etre regards comme recevant toutes les 
valeurs de — /i a - 4 - /<, mais on pent se borner par exemple aux 
valeurs positives, car on v^rifie sans peine la relation 


/■ — a, 

il en r^sulte pour d>(s) cette forme 

*^(- 3 ) = &/iZ'^ — l— a/j4_j (^z" * — f” ) 

4- a„+2^^"- 2-4- ^"•+•2) . .-I- a2rt(i 4- ^2"), 

ou encore 

<i>(z) = a„^«rn-^ (2 + 45-1) -4- ^ (22^^-2)^_... ]. 

L a« a, I J 

Mais revenons 4 la valeur de ^(z) sous forme de produit, et ob- 
servons d’abord qu’en remplagant q par q- et n par m dans < 0 ( 2 ), 
il vient 

(1 + 3)(i4-5'2^^(i_^ q'' ^)- ••(! + z ) 

= [{y-^ z). . z){\-\- q^'‘--^‘’ z) . . .(H- S' *'*“* 2 ) 1 , 



de sorLe qu’en inettant en dernier lieu — au lieu de 5, on trou- 


vera 


<i>(z) = 


I -t- 


I -I- 


^)] 




Or on pent ^crire autreinent les facteurs du premier produit, en 
remarquant que 



cela donne pour <t*(3) cetLe nouvelle valeur 



X (i -+- 5-5) (i -^q'^z). . .(i + 


Telle esl la forme dc^finlLive du produit de facteurs dont nous 
avons le d^veloppement suivaiiL les puissances de z. En faisant, 
pour ahr^ger, 


q'^'‘ 


a>i-n' 

8/1 




c’esL-a-(lire 


= 


(i — q'*" ) ( f — q’’'^-^ ). . .(• — 
(i — 5ri)(l — 


( I — q^'^ }(i — . . ( I — q^»-ii-i-i ) 

(i — q-iii-+-i j I — qiu+k ^ ’ 


I’identit^ alg(ibrique que nous venons d’obtenir s’(icrira ainsi 



qz) {i q^ z) . . \ 

— ^/> [ ( “t" 1 S' ( ■^ “H ) -I- tt/i ( -S'* -+• Z j 

et par suite, en faisant z = 



Uj = I , 

etl’identite algebrique fourait I’iinportanle propridt^ de la trans- 
ceiidante exprim^e par la relation 

(n- ‘ig cos a a; g-) { \ -\r- -i-q^ cos ‘2 a; q^^) . , . 

__ I + 25^ cos '2 37 -+- iq'* cos 4 a; -+■ -iq^ cos 6 a; -h. . . 

(I — 5’2)(i 

Ce resultat nous conduit a pr6ciser complfetement la definition, 
premiere que nous avons donn^e des quatre fonctions ©(^), H(^), 
0i(a7), en les representant par un produit de facteiirs 

afFecte d’un coefficient A reste jusqu’ici arbitraire. Nous ferons 
desormais 

A = (i — — (I — 9®) (I — g-M- • 

et nous aurons de la sorte 


. /'iKa7\ 

b [ ) = 1 - 4 - 2 ^ 008207 H- 9.q'> cos 4 07 -H 2 ^® cos 6 a? - 4 -. . . . 


\ t: J 

En partant de la et a I’aide de la relation 


on aura ensuite 

„ /2Ka7 
Hi 


0,(a7-i-2K') = Hi(07)e 4 k ^ 


= ‘i^/q cos 07 -+- -i^q'^ cos3.a7 -i- 2 j/gf'-® cos 5 07 -f- . . . , 


et ces deux formules, en y changeant x en o? 4- — . donneront 


2 Ko7 \ 


■ ) = ' — '•^9' 008 2 37 -H 2gr* cos 4 27 — 2 q‘^ cos 607 


H f j = 2 sino7 — 2 sin 3 37 2 sin 5o7 


Telles sont sous les formes de produits infinis etde series les trans- 
cendantes dont nous aliens etablir les proprietes. 



Des deux formes principal es que peurent prendre parmi une 
infinite d’autres les fonctions 0, H, etc. 


point Louche a la plus belle partie cle la th^orie des fonctions 
elliptiques, a la theorle de la transformation, que les homes de 
cette Note ne nous permettent point d’aborder. Mais, inddpendam- 
ment de leur interet propi-e, les formules que nous aliens ^tablir 
et qui donnent cette transformation spdciale des fonctions 0, 
H, etc., on Ton remplace I’lme par I’autre les quantitds K et i'K', 
nous seront indispensables plus Lard, et ’nous devons d’autant 
moins les omettre qu’il est exti'^mement facile d’j parvenir, 
comme on va voir. D’ailleurs, on sera mis ainsi [sur la voie de la 
recherche analogue et plus gdnerale, ou Ton remplace K et f'K 
par mK + m'fK', K -h n' m, m', n, n' d^signant des nombres 
entiers, et qui const! tue le sujet m^rne de la theorie de la transfor- 
mation. Dans le cas oii mu ' — m'n = i, on est amend a ce que Ja- 
cobi nomme la theorie des formes en nombre infini des fonctions 
0, H, etc.; mais, parmi toules ces formes, ce sont celles que 
nous allons dtablir et dont nous aurons ii I'aire usage, qui mdritent 
d’dtre particulierement distingudes. Posons 

0 (x) = e '^ 0 (a?), 

71 .f^ 

r, (x)= H {x ), 

Tt.r* 

01 (x) = 0 , (a;), 

TC.r» 

on verra iramddiatement correspondre aux relations fondamentales 
propres aux fonctions 0, H, 0,, H,, a savoir : 

I 0 (.r -H K) = 0] (.r), 

I I-] (a? -+- K) = H| (a?), 

^ ^ I 0i(a?-t-K)= 0 (x), 

( H,(a;-+-K) = — H(»), 

/ TT 

0 (a? -H i'K') = iH (a?) e 

i 7C 

-t/M 



I e (x -h iK ) = iri(a;), 

] T^ (a? + i'K') = i0 {x), 
j Oi {X 4- t K') = 7), (a;), 

Y)i(a7 4- iK') = 01 (a?), 

(2 x-f- K) 

0(a74-K)= 0i(a7)e^*^’ j 

TT 

r, (a? 4- K) = If] 1 ( a? ) e'" *'' * 

G,(a7 4 -K)= 6 (x') 

vr TH' K) 

r,i(a?4-K)= — Ti(x)e''^ 



Gela pos^, remplacons les Equations (a) paries suivantes, qiii 
^vldemment leur scat ^quivalentes : 


/ e (^ — K) = 

0i(a7), 

] H (x—K)=- 

-Hi(a?;, 

1 6j (x — K ) = 

0(a;-), 

( Hi(a7-K) = 

H(^). 


Alors, eii comparant les (Equations («') et (b) aux equations (c) 
el (d)^ on remarque que le second systeine de relations coincide 
avec le premier lorsqu’on y reraplace d’une part 


K et iK' 


respectivement par 
et de I’autre 


iK' et — K, 


6(a7), 7i(a7), 0i(a7), 7]i(a^) 


par 


Ht(a:), Tll(a7j, &\(cc), &(x). 


Les nouvelles functions que nous avons introduites se trouveiil 
ainsi ramendes auxanciennes et, si I’on remarque que par le chan- 

_ li' 

gemenl de K. en i Iv', et de t'K^ en — K la quantitd q ■==. e de- 


jo 0 = M.'J. ^9-,, cosa 7 (i H-'ig'u cosiT -h q'^) 

X (1 -t- 2 cos 2 a; H- )(( + 2 9S’ cos'ia? . . . , 

t 7 ) = M.2 y q^j sina?(i — ‘iql cos2X + g’^) 

X ([ — ■xq^cns-2a; -4- ) (i — 2 g'g cosaa? - 4 - -), . . . , 

0 j ^ ^ * 5 -- ^ = IVI . ( 1 -h 2 5-0 cos 2 a; -+- ^7 (3 ) 

X (1 -+- 2^g cos 2 a; H- )(i + 2 7§ cosaa; -f- • • • j 

/ 2 iVJ x\ ... ,, 

■^1 ( — - — ) = M (1 — 2^0 cos2a; -t- ql) 

X (1 — 29?, cos2a; -i- )(i — 27§ cos2a7-f- 9 J** ), . . ., 


2“ 0 


2 i li' X 


. / 2 j K' X 

2 1 K' X 

•01 


= N (2 yqo cosa7-t- 2 Vql cos3a?-4- 2 Ifgl^ cosSa? -i- . . .), 
= N (2 l/^o sina; — ’4 v/^/o sin 3 a? -i- 2 y ql^ sin 5 a? — ■••)■, 
= N ( I -I- 25-0 cos 2a? -4- 2ql cos 4 X cos Ga; 

= N ( 1 — ‘xqn cos 2a- -h 2 cos 4 a — 2^/ij cos 6 a -h. . .). 


Le principal int^r^L de la seconde forme analjlique qui nous 
est ainsi donn^e par les quanlilds 0 (a 7 ), etc., consisLe eii 

ce que I’on iiiLroduit, au lieu de I’argumenL in)af>inaii-e 

^ • Ell supposanL K. el K.' rdels, on a done sous forme ri^elle 
et Ton peuL suivre la marche des fonclions, que raryumenl soil 
lui-m6me ri^el ou rnulliplid par y/ — i; bienldl on en verra line 
application. 


Propri6t6s fondamentales des fonctions 0 et 11 ; definition 
de siuatna-, cosatua-, A ama. 


En employant dans ce qui precede la consideration de la fonc- 
tion 


cl>(a-) 


e 


pour le cas de k— 2, nous avons supposd 


nous ferons par suite 





yiT, 


i 7 U 

Ik" 


avec la condition 

(^/n+h ~ 1 


ce qui donnera, coinme nous I’avons ^tabli, la manidre la plus 
g^nerale de satisfaire par des functions entieres uniformes aux 
deux conditions 

I 4K ) = ^{x), 

' ^(x -h 2il\ ) = <P(x) e 2K 


Cette solution g^nerale renfermera done pour A~ = 4, par exemple, 
quatre constantes arbitraires, que I’on inetlra en Evidence en dis- 
tinguant ces quatre formes de I’indice m, m = 4^: 4^+15 4 + 2 , 

4n-h 3, ce qui donnera 

2 0 ' ^ 


-t- 0^1 


(4 « -1-1)5 
8 

tint 1 |S 


e 


e 




I n .f 
Hi 


I 2 n-hl} 


(4 n -1-3)5 


-+■ 4*3 


(4«-)-3) 


2 K 


pu bien, pour abr^ger, 


<I>(a7)= <a;o^o(^) «i '*'i(4r) -+- a^^^zix) -i- a3cl>3(a?). 


Par la on voit que, dans le cas ou 

-h 2K) = 'i>(a 7 ), 

la solution est repr^sentee par 

et ne contient plus que deux constantes. 
De m^me, en supposant 
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on aura avec deux constantes arbitraires seulement 
4>(a:) = a\ <I»i (a: )-)- «I>3(a7). 

Ainsi nous avons la inaniere la plusg^ndrale de v<^rilier ces deux 
syst^mes de conditions, savoir : 

1 •iK) = ^>(a7), 

1 ^ f / zK') 

' -h iiK.) = e I' , 

^ 4>(a7-i- uK)= — 

^ <t>(.r -t- K') = e 

Gela dlabli, nous reinarquons qu’en ^levant au carrt^ les deux 
membres des diverses (Equations Idndamentales de la page i52, 
les r^sultats soiit preciseineiit de la forme du premier de ces deux 
systemes. Nous en lirons celte consequence, qu’en designant 
,par a, 6, etc., des constanles, on aura 

01 (a?) = a‘I>n(a7) 0- 6‘I>2 (x), 

IJ 1 ( ,77 ) = c 4>o (iP ) ■+■ cl ‘I’o ( X ), 

el en changeanl x en .r K, 

0? ( ,r ) = a ‘Po ( .77 ) — /; <1>2 ( a? ), 

111 (07 ) = c (i>„(.r ) — d fp-i {x). 

En second lieu, si I’on multi plie membre k membre, soil les deux 
premieres, soil les deux dernieres de ces memes equations, c’est 
e la forme du second systeme qu’on se trouve amend, par suite 
on a 

0(a7) M (x) = A ‘P| (a:) -H B <I>.i (x), 

A. et B ddsignant de nouvelles constanles, et cette relation donne, 
en y changeant x tnx K, la suivanle : 

01 (o?) Hi(a7) = i'AtPifa?) — iB ‘^ 3 ( 77 ). 



I. — Relations al ^ebriqaes. — Da module et de son compliment. 


Deux equations lineaires enlre les carres 0-, H-, 0^^, resiil- 
tenl evidemment ties expressions tie ces quantiles par <JJo (.a?) el 
Lnme cl’elles pourra ^tre presentee sous la forme 


02 (a?) = aH‘-(a')-t-a'H|(a?), 


a et a! deslgnanl ties constanles que nous aliens determiner. 

Pour cela faisons ces deux hypotheses x — o el . 2 ? = K; comme 
on a, d’apres les I'ormules de la page i43, H(o) = o, H, (K) = o, 
il viendra 

e2(K) 

a = — — — , 

Hh K) 


Mais on introduit au lieu tie a el a' les quantiles sui\anles : 


_ H’-lK) 
0-^(K)’ 


el comme la relation 
donne 


/v' = 


02(0) 

02(K)’ 


H ( a; -t- K ) = H i ( ar ) 


on aura 

d’ou 


H(K) = H,(o), 

I , k' 

a = -, 

kQ'’{x) = H^(x) -f- k' lif (x). 


Cette premiere relation obtenue, la seconde eii rdsulte en y 
changeant x en a; -p fKC si Pon emploie a cet eifet les formules 
domiees page i43, il viendra, en supprimant le facteur expo- 
nent! el, 

— /:H 2 (a 7 ) = — e-^x)-hk'QU^), 

ou hien 

02(a7) = /(•H2(a;) -i- k'Ql(x). 


donl les raciues carrees s’expi'imenl en s^rie de ceLte inaniere : 

/ _ H( K ) _ •). v/7 -+- ■>. \/ r /'^ '2 . . . 

fc) ( K ) [ -+- 2. 7 -+- 2 7^ -1- 7“ -t- 2 7 ■ “ -i- . . . ’ 

/•r7_ 0(0) _ r — 27 -+- 27'" — 27“ -+- 26/1'' — . . . 

0 ( K j t -4- 2 6/ H- ■>. 7^ -f- 2 67''’ -+- 2 7 1'’ H- . . . 


l^a premiere, A’, s’appelle le module de 0(.2:‘), B, (r), 

H|(:?7), el la secoiide, A', le complement du module. Considdre^es 
par rapport a q, ou pliiidt en faisant 

par rapport a la variable o), ces quantit^s constituent un genre de 
fonctions aiialytiques entierement nouvelles et de la plus haute 
importance parmi les I'onctions d’une seule variable. C’est prin- 
cipalemenl en Algcbre, dans la thecmie des dquations, et en 
Arithmdtique, dans la tbeorie des formes qiiadratiques a deux in- 
d(^lei’min(^es, (pie la cousidA'ration de ces fonctions a suggerc^ 
d’elle-m^me des points de vue tout nouveaux et ouverl des voies 
lecoudes, ou out <^‘t(3 ol)tenus les j)lus iutdressanls ri^sidlats. Les 
homes de celte Note ne nous j)ermettenl pas d’entrer dans ce 
champ d<^jt\ si (itendu de belles reclicrches, mais ce (pie nous 
dirons a r(?gai'd des fonctions B, 11, et(;. servira de pr(^paraLion 
sufllsante pour lire les M(hn()ires s|)(‘ciaux qui y sont cousacrds. 
C’est de ces fonctions, en cll’et, (iitiubees la fois par rapport a x 
et ( 0 , que decoule tout ce qui coneerne k el k' qui contienneiit 
seulement to, et il ue semble pas possible, dans l’(5tal actuel de nos 
connaissances en Analyse, d’arriver a Louies leurs proprieties en 
partant uniipiemenl de leur ddlinilion commc quotient des si^ries 
donmies priJciklemment ('). 


(1) Poisson el M. Cauchy scjiiL arrives, pur deux rndLhodes dilTiirenlcs, ii celLc 


idcnlit(5 : 


— 6 oj ( i -I- 2 a"’"" -h 2 -}- 2 -f- . . . ) 


(1 -I- 26 


/ TT ^ / TT 

(0 ^ •xe w 2 e 


/7C \ 

<*> -H...;, 


•qui conduit a des propriiitiis foiidamen tales des modules considdrds comnne fonc- 
tion de to. Mais il n’cst possilile de liror de lii que la U’ausfonnalion pour le pre- 

niiitvx vivi/* nmi»» i i' niiv ///y/Zn/ie nr! nl n i nta nr» 
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On se rendra compte, jusqu’a un certain point, de cette diffi- 
CLilt6, en observant que k et k’ n’existent comme fonctions de to 
qu’autant qu’en supposant cette variable iinaginaire et de la forme 


(3 esi essentLellement different de ze^^o et positif. Ce sont done 
veritablement des parties de fonctions qui, d^s lors, dchappent a 
beaucoup des m^tbodes les plus babituellement employees. Ainsi, 
il n’existe pas pour k et k' de ddveloppement suivant les puissances 
de o), et si Ton fait 

to = coq ■+• A 

pour pouvoir employer la sdrie de Taylor, void encore les circon- 
stances particulides qui viennent s’offrir. Les quantity k et k' 
sont d^terminables par la resolution d’une equation numerique, 
pour une infinite de valeurs de to, telles que 


tOo = 


A -f- y/ — B 


A, B, G etant entiers, et B essentiellement positif; mais, si I’em- 
ploi de ces valeurs initiales, en faisant to = to„ + /i, donne pour 
premier terme des series une simple irrationnelle numerique, les 
termes suivants sont necessairement des transcendantes. Ainsi, par 
exemple, pour Wq = f, on aura 


k = 


v/2 


k' 


I 

fi. 


et, en prenant to = j + A, ce sera I’integrale 

dx 

Jn d \ ~ X'* 


qui concerne noire sujet, nous allons jusLilier les denominations 
de module el de son complement, donn^es a /r et k' ^ en demon- 
trant cette egalite 

/C2 -1- A-'’- = I. 


Les deux relations que nous avons obtenues sont 

j kQ-{x) =■ U.%{x) - 4 - /c' H‘f (a?), 

I 0 -(a 7 ) = A H-(a 7 ) 4 - /f' 0 ‘f (a?). 


Faisons dans la seconde x = K, apres avoir divisb les deux mem- 
bres par en remarquant qu’on a 


et, par suite, 


0i(a?4- K) = 8{x), 


0,fK) = 0(0), 


on trouvera precisement I’egalite qu’il fallait demontrer. 
11 en resulte cette relation entre les series inflnies 

{■2 '{/g -h 2 4- 'i v/(7““ 4- i 4-. . 

-h (i — -ig ig^ — -h -ig'^^ — . . 

= (i 4- aiy 4- 'ig'' 4- 4- 4-. . .)'S 


qu’il est extremement facile d’etablir directement I’aide des 
propositions aritluneticjues connues siir la decomposition des 
nombres enliers en qualre carres. Mais, laissant encore de cbtd 
ces questions, nous allons compldter ce qui concerne la defini- 
tion meme de k et k’ dont nous avons obtenu les racines carries 
comme fonctions iiniformes et bien dtitermindes de co. Jacobi a fait 
voir que les racines quatrieines possedent la m^me propri(5t^ en 
donnant les formules remarquables que nous r()unissons ici : 


1 . 

2. 


s/k^s/^yq 


I ^'20 -p- ^ ^ ^ 

I 4- <7 — q- — q^ — . . . 


= y~^y~q 


f -I- ^‘2 _j- ^6 _j„ ^12 , 

I —1*" (J — t" “h • • • 


= /-i Vg 


I — q — 4- 7 ® 4- . . . 

[ 4- '2 C/® — 2(71® — . . . 


3 . 



Les lois de ces series sxmt donuees p;ii‘ ces formules ou ]e signe 
s’etend a toiiles les valeiirs de I’indice n de — oo a + oo, savoir 


- 1 . 


2 . 


3. 


4. 


n=s/'^V9 

= Vq 


y (- >)"' 


3/i-- 

2 (--) q ‘’- 


2 

y (—1)" q 


n n-it.—'rn 


y(- 



)X 


£n second lieu, el pour le coinpleineiiL du module, on a 


1 . 

1 

1 

11 

q^ -h q^ q' — . . . 


\^q- 

q- ~q^ — q^-... 

2 . 

l — q~ 

<7^ 4- 4- y — . . . 



fj'-i (j li — j- 

3. 

I — 29 

4 - -i.q'' — xq'^ - 1 - 2 ^*® — . . . 


I — -iq- 

4 - 2 gr** — •iq'^'^ 4 - 'iq'^^ — . . . 

4. 

1 

1 

4- 2^8 .^^18 2^32 — . . 


I 4- 2<7 

4- 2<7'» 4- 2^2 2gfie -u. . . 


ou, enineltanten 4viAnce les lermes g^n^raux. 


1. 


yk' = — 


71^ H- « 8 -I- n 
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y(— 

3. V/^'=— 

y ( - 

4. = — 

La quanlitd l/kk' (|ui joiie aussi iiii rdle iinporLaiit esL cloan^e par 
le ddvelo|)peineiil de forme .seml)lahle aiix pre'!C(‘denLs : 

( — I y 

T^' 


s/kk' = \Jq 


II. — Dejinitioa de .sinain.r, cosain.r, Aama?. 
k^cj ualiuns diJJ'ere ntielles. 


Po.sons 


I II(a?) 


y k 0 ( X ) ’ 


w = //c 


-,-7 0,(.r) 




Les relations algebriques obtenues preeedeininenL, el qui soul lio- 
mog'^snes par rapport aux (jaatre fonctions, doiiueront 

l(X — H- — 1 ) 

4-2 iii (.p2 — , , 


La preinic;re conduit a representcr ii [)ar un sinus, p par un cosi- 
niis ; c’est ce qu’a fait Jacobi, et, en adoplant les notations de l il- 
lustre ii'dometre, nous noserons 


- — - ^ ^ - 

Nous voici amenes mainLenant au point en quelque sorte le plus 

essentiel do la theorie, oii I’on a pour but de les d^fmir par Irois 
equations (lifl'drentielles. 

Considerons a cet effet la ddrivee de a savoir : 

du __ i H'(a?)0(a?) — li(a:) 6' ( cr ) _ ^{x) 
dx 0-(.r) 02(a?) 

Cette derivee, comme la fonction elle-meme, admet la periode 
2iK' etnefait que changer de signe lorsqu’on change x en 27-I-2K; 
ayanl done pour le num^rateur la valenr 

= e2(.r) 

on tirera imm^diatement des relations 
02(a"-i-2Kj =02(a"), 

oiZF 

02(ar - 4 - at'K') = 0-(a7) e ' k ' 

auxquelles donne lieu le d^nominateur, celles-ci : 

<> ( ar- -f- 2 K ) = 

, , •irl\ / — 2 -p- 1.>' -t- ' k I 

4»(ir -h 2 tK ) = tt’ta") e '' 

Or, d’apres ce qui a eStd pr( 5 cedemment ^tahli (p. 160 et 161), on a 

m et m^ designant des constantes. Observant done que u change 
de signe avec et que, par suite, ^ est une fonction paire, on 
voit que la partie impaire m%{x)¥i{x) doit disparaitre ; ainsi 
m = o, et I’on a simplement 

^>(ar) = mi<di{x)\{x{x). 

En divisant par ©-(a?) et faisant 

m\ Jlc 
k' ~ 


il viendra 
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Celte constante pi repr<^sente, puisque la fonction a s’^vanouit 

, . 1 sin ama^ ... • ^ , 

avec .r, la limite du rapport — - — pour x — o, iimite qui de- 
pend en general des quantil4.s K el Mats nous avons pr4ce- 
demnient remarque que [’expression des fonctions 0(5:.') H(. 2 :) ne 

changeail pas en y r^mplaijant x, K, K' par el que cetle 

circonstance serait utilisee pour particulariser d’une certaine ma- 
niere les pdriodes. D’apres cela, nous aliens introduire une rela- 
tion qui aura pour ell'et de rendre <5gale k I’unild la limite — ^ > 

afin de rapprocher en ce point essentiel le sinus d’amplitude du 
sinus trigonomdtrique. Ayant 


sin am (x) 

X 


sTk 


4 /- f . -KX [ TZX ,\/ , TT./; 

Ik \ ^ 7 K~^ 


1 — 2 CUS X ■ • • 


nous ferons, [>our x ~ o, 

_ 1 Ti: {/g [\ — q’^ y^{\ — q’<-y^{ \ — q'^y^ . . . 

^ ~ ^ (i — -^■'j'qn-^7'^ 

ou bien 

y/A-K _ y-- Ri — c/-) (i — (i — grO). . . ~I2 

7t L(i — — '7b>(' - 77--- J ’ 

«i 

Ainsi, en aduiettant que les quantilds K et K' verifnuit cetle condi- 
tion, nous aurons 

du. 


c’est la premiere des relations dilTdrentielles quo nous voulions dta- 
blir. Les autres en ddcoulenl a I’aide des Equations 


“ 1 — ™ 1 


dx-'^ + ^ 
(p'>-u 


dx-'‘ 


= (an «! u- aou’'^ a-«) vw, 

= ( Aq ”f“ Aj W" — H Ao — f- • . . — H A/j ) iCj 


les coefricieats (Hant des fonctions entieres de k-. On eu dediiit ce 
dt^veloppeuienL qui subsiste entre les limites — i et + f de la va- 
riable, et ou I’on a fail 




u = X — ikrL 




-e -t- 3) . 

t . i . J ' I . 'i . 3 . 4 . D 


CC^ CG^ 

— 8 4-3 ( 4- 33 a) h i(j A- 4 ( a'* n- 3 o 6 a- - 4 - 189 ) 


I .2. . .7 


— Ss/r^i 4- 2766 a* 4- 8289 a) 


1 . 2 ... 9 


On Irouve cle meme 


'y'2 'y*C) 


4- ( I 4- 4o8 4:- 4- 9 1 2 /c'* 4- 64 4:® ) -j- 

^2 ^*V 

w = I — A-2 A-2(4 /f2> . 

1.2 I . 2 . 3 . 4 

4- ( 64 4- 9 1 2 A - 4- 408 k '* 4- A** ) 


x^ 


k- ( [6 -4- 44 4 :- -4 ) 


x^ 


I . 2 ... (1 


I • 2 . . ..8 


M. Gudermann ( ') a fait la remarque qu’on pouvait poser, aux 
lerines pres du cinquieme ordre, 

sin (a? v/ 1 4- As) 


et 


/i 4- A's 

V — cosx, w = coskx, 


en n^gligeant seulement a?"*, ce qu’on v^rifiera sans peine par Ic 
ddveloppement. 

Voici done une noiivelle et complete definition des trois foiic- 
tions doublement periodiques, en joignant aux equations dillc- 
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I’enlielles les valeurs iniliales « = o, = i , (v = 1 pour x ~ o. En 
particulier, la fonctlon sin am (^) sera d^termlnee en posant 


_ du 


et c’est cetLe int^^rale, ou, plus gem^raleuient, 


f 


/( 


F ( if ) da 

id j ( I — k- a - ) 


en designant par F(^i) une fonction ralionnelle, doiiL I’^Lude a 
OLiverlla voie p(jur parvenir aax foncLions ellipLiques. On recon- 
nall ainsi I’origiiie de eeLLe expression de ronolions inverses, dont 
nous avons plusieurs Cois fait usage, puisque il esL la fonction in- 
verse de I’inLegrale doiiL la valeur esl et I’on pent jiiger quel 
long encliaineinenL d’id^es el quels eflorLs il a fallu pour parvenir 
de la aux notions de fonctions douhlenieiiL periocliques et aux se- 
ries qui nous onL scu'vi de point de depart. Mais ce long travail a 
ete f(L'cond pour la Science; c’est coinine consequences de ces re- 
cherclies que nous out etc acquises plusieurs notions aiialjtiques 
entierement fondamentaies, ct en particulier ce quo nous savons 
sur le mode nieine (rexistence des fonctions intcgrales. Apris avoir 
trouvc, par exem|)le, (|ue sin am (u;) ne change pas lorsqu’on 
change x ew x ni K. -t- 2 m' i¥J ^ m et n\! dtant des noinhres en- 
liers, on a dil necessaireinent rechercher dans I’intdgrale 


/ 


da 

id){\ — Id u^) 


la raison de cette sortc d’indeterinination qui donne naissance a la 
pdriodicitc dans la fonction inverse. M. Cauchy, dans son Me- 
nioire sur les intcgrales prises eiiti'o des Li mites iinaginaires, avait 
dunn^ les principes essentiels de cette 6tude si importante; die 
a 6te completement falte par iVI. Puiseux, dans un excellent travail 
intituld : fhic.kercJip.fi aux /c.s f'nn.ctLons alxp.br iau.es ( Jou.rnal de 



tiiictions essentielles et aont les recnercn.es auxqueiies a aonne 
lieu la theorie des fonctions elliptiques out montrd toute I’impor- 
tance. Ainsi ont ete proposees ces questions dont I’objet est de 
reconnaitre dans la definition meme d’une fonction, donnde, par 
exemple, par une Equation difFerenlielle, si elle est uniforme ou 
non, et dans le premier cas si elle est entiere ou fractionnaire. 
Les resultats les plus beaux par leur grande gdneralitd C|ui ont ^te 
obteuus dans cette voie sont dus a M. Weierstrass (') et a 
M. Riemann ( - ). 


III . — Des quantiles K et K'. 


En particularisant les pdriodes de maniere a rendre egale a 
I’unite la limile du rajjport — - ^ ^ pour x infiniment petit, nous 
sommes parvenus a I’expression 

^ V- r (»-9^-)(i — — 7”)-- • ]- 


qui conduit a une consequence importante. Observons d’abord 
qu’en supposant ur = K et, par consequent, sinainK = i ('*) dans 
I’expression en produit infini de sin am on aura 


sjk ■=■! {! q 


( 1 -i- ( I -4- ( I -t- ) • • • V 

q) (i -h q''^) q°). . . \ 


En divisant meinbre a membre ces deux equations et extrayant 


(*) Theorie dev Abel'schen Functionen [Journal de Crelle, i856). Voyez 
aussi diverses Notes de M. Cauchy, publi^es A cette 6poque dans les Comptes 
rendus, et un Memoire de AIM. Briot et Bouquet : Sur Vintegration des equa- 
tions differ entielles du premier ordre. 


(-) Allgemeine Voraussetzungen und HixLfsmittel fur die Untersuchung 
von Functionen unbeschrdnkt verdnderlicher Grossen, etc. {Journal de Crelle, 
1857). 


On trouve aue sinamK=i 


oar la formule sin am a; 


11(0?) 


en sc 



{ \ -h g )(] -h g^) i \ -h g^). . . 1 
(i -h y2) (n- (I •+• gf«). . . J ’ 


expression susceptible d’une simplification remarquable. Em- 
ployons a cet elTet la relation donn^e par Euler 


(i + (1-4- g^)(i -+- q^).. . 


on obtiendra d’abord 


{\— q){\ — qi){s — q-i), . . 
I 


(l — q^){i — q‘*){\—q^)... 
— q)[i — g-^){\ — q^)... 

et en remarquant ensiiite qiie 


{\ — g^)(l — q'>){l — q<i),,, 

X{l q) 


X (I -t- 5-'') (i 5^8 ). . . 


on verra tons les ddnominateurs disparattre dans la valeur de 
^ qui deviendra ainsi 

Cela dtant, si I’on pose .r = o dans la formule pr^cddemment d(5- 
montr^e 


e, 


C^) 


il viendra 


= I -+- agf cosaa? ig'^ cos4a7 4- cos6^ -t-. . . 

= (i -H cosaa? -4- q^){i-\-'iq^ cosaa; -4- ) 

X (i H- a 5'8 cog 237-1- 5^10). . ,(^1 (i — q^),..^ 


0j(o) = 1 -1- a^r -1- ay'^ H- ag" -I-. . . 

= (i — <72 )(i — (7M (i — o6).. -4- H-flr®)...]*, 


vaco luiiOLiuiio 




— = 0 j ( 0 ) = \ ‘iq icj^ . 

On en deduit, en ajanl egard aux dquations 


//c = 
sfk' = 


H([v) Hi(o) 
0(K) 0,(0)^ 

0(0) 


les deux suivantes : 


0 i ( o) 


^ = Hi(o) = -i^/ q isjq^ -1 \/q^^ -+-‘i^q'- 
W — ^ = 0 {o ). = i — ‘iq ■xq’^ — '2 0 - . . . . 


C’est la seule quantile K qui donne lieu a des relations de cetle 
forme ; la quantity K', entrant d’une maniere dilT^rente dans I’ex- 

T 

pression q = e nc parait pas susceptible de d^veloppements 
analogues en sdrie. Mais toutes deux s’expriment d’une maniere 
parfaitement semblahle a I’aide des modules k ei k’ par ccs iiiL^- 
grales definles 


K 


_ r j Yi! — f 

/(I - Jo /rr 


da 


« 2 )(r — /f' 2 K 2 j 


comme nous allons le d^inontrer. 

Precedemraenl nous avons ddja fait voir que sinamK=i; 
remarquons maintenant qu’en faisanl K dans les relations 


i 

• rr/ X • FT / s “ T-i- 12'^' +' I*- ) 

0 (a 70 -iK)=jH(j 7 )e , 

— (9 X + i K’ 1 

H(a;0 -iK') = t0(a?)e 


et en divisant membre a membre, il viendra 

H(K 0 -j:k') _ 0 (K) 1 

. 0( Kht iK') “ H(K) ~ 


dn 


— id){ \ — /d id ) 


nous eii concliiroas (jiic 


K 


-I 


dn 


„ /( I — H I — />'- ) 

du 


K H- iK' = I '' 


Id — Id It.-) 

el, par suite, eii relrancliaat nieinhre a ineuibrc, 

1 

dn 


i K' = 


r'' dn 

I — id){i — Id id ) 


Or. en falsanl 


v/i — 


cetle dernii^re inL(5yrale devieiidra 


ih’ 


/( I _ ,,2 ) ( , _ //2 ,.2 ) 


ce qui doaue le r(!;sulLaL auiioaccL 

Mais ce que nous venous de dire laissc sul)sisLer uue laciiue 
imporLaule : nous somnies en elleL a run de (a;s points de la 
thtiorie des ^fonctions elliptiqnes qui a[)|)ellenl de uouvelles re- 
clierches pour 6tre aussi coin]>letenient trailes qu’on pent le 
desirer. En passant do I’equalion (liilereiitioUe 

dll 


dx 


\/ii— id)( \ — Id id) 


1 v/(i — M 


du 


^)ii — /du^) 


a la relation 


dentes 



1 



du 

v/(i — n- ) ( 1 — k-ii^) 


n’auront un sens entierement determine qu’en Mefinissant le 
chemin (^) d^crit par la quantity /^ = sinama?, lorsque x varie 
de z^ro a K, puis de K a K4- fK.', et, comme Targument x peut 
varier entre ces limites suivant une infinite de lois, il faut de plus 
connaitre comment les chemins correspondants qui en r^sultent 
donnent tons au point de vue de I’int^gration par rapport a a le 
meme r^sultat. C’est seulement dans le cas ou Ton suppose K, K', 
et par suite /■, des quantit^s reelles, et qu’on se donne ces lois 
particulieres 


a? = K H T, 

TC 


t el z croissant de 0 a ^ d’line maniere continue, que I’on peut 
trailer la question que nous avons posee. 

El d’abord on voit que u = sin am j 6st r^el par le d(^ve- 
loppement 

/2KA iVci%\nt — 2 sin 3 < -I- 2 sin 5 < — ... 

sin am = — 1 ; 5l_l_ 

\ Tc / I — 1 q eo?. it ‘I q’* c,o?>c\ t — 2 5'*' cosb i! H- . . . 

D’ailleurs entre les limiles z6ro et K la d^riv^e 


du _ k’ Hi (a:) 0j ( ip) 
dx ~ Q'^{x) ’ 

dont la valeur initiale est I’unit^, sera toujours positive. Elle ne 
peut effectivement s’annuler qu’en I'aisant 

= o, 

01 (a?) = 0 , 


cc = ( ‘A m -h [ ) K -H 2 in' i K', 

a? = {•i.in->r- \ ) K -I- ( 2 m' -f- 1 ) i K', 


et aucune de ces racines ii’esl comprise duns I’inLervalle consi- 
d6rd, la valeur x — K se trouvant precisement la limite sup^- 
rieure de ceL iniervalle. Nous conclurons de la que, t croissant 
de t) a ^ > a croit de meme de o a i et que dans I’expression 


K = 


da 

v/( 1 — ) ( I — U-) 


I’intdgrale est prise dans le sens liahiluel. 
Soil en second lieu 

2 t K't 


a? = K H- 


comme on a 


r-i i< -t- 
0 /iVHr 


2?d<.''r 

t: 

2 « l< ' -C 


on poLirra ecnre 


sin am ( K -i- 


2 i 1 \ '% 


et en introduisant les fonclions 



TI 1- ° 

7) I (a?) = (a?), 

Gi (a^) = (a?), 


sin am |^K 


2 / K' T 


^1 


■). i K' T 

TC 


//c 


2/K'- 


I r — 2 q» cos 2 ^- 1 - 2 q cos ( t — 2 y jj cosGx. . . 
1 •+• 2(7„ cos 2T -+- 2r/J cos4 X H - 2 (/\ cos Gx . . . 


ce qui est encore une quantity rdelle ('). On conclura, coinine- 


tout a rheure, que la derivee par rapport a x, qui est nulle aux 
deux Hill ites x = o, x = ^ j ne peut s’evanouir dans leur intervalle, 

de sorte que c’est encore dans le sens ordinaire d’une integration 
rectiligne que I’on a I’cquation 


,K'= r*- ‘‘ a 


d’ou nous avons tir^ 


j \/[i — — k-u‘^) 

K'= f' 


Avant de quitter ce sujet et afin d’en inontrer la difficult^ 
lorsque K, K' et k sont imaginaires, je remarquerai que la suppo- 
sition qui vient le plus naturellement a I’esprit, qii’on peut faire 
varier x, par exeinple, de o a K, suivant une loi telle que it soit 
constamment rdel, ne saurait elre admise. Aiitreiment dit, il est 
impossible, en g^ndral, que, dans I’expression 




du 


/( I — ( I — k-u^ ) 


I’iiiL^grale soit toujours rectiligne, comme nous I’avons trouv6 
tout a I’lieure. 

Effectivement, soient 

c>C = aK bi K', 

= c K -^-diK', 


< 2 , 6, c, d etant des nombres enliers qui verifient ces conditions : 


ad — 6c = i , 

a = 1 \ 

6 =0 / 

> mod 2 . 
c so 1 

d ~\ I 

En nnsani 


n-+-r— I 


•sin am 




(-') 

v/A- 


■>. t/^sina? — 2 ^^9 sin 3 a: -I- 2 ^^25 sin 5^ — _ _ _ 

C — 2 ^COS 2 27-1- 2^ cos 4 a? — 2^ cos6a7-+- . .. 


ce qui esl la meme expression analjtique ('), au signe pr^s en 
et que 

/2Ka7\ I 2 y<7 sinar — 2 v/o® sin Sa; -i- 2 sin 5 a? — ... 

sin am 1 = -7= r 5 

\ -K / J/f- 1 — 2 gr cos 2a7 -h 2 6/'^ COS4a7 — 2 ^9 C 0 s 3 a 7 -+-. . . 


en K et K'. On en conclura que tX' sera donne comrne K par I’in- 

tearale 1 — -- - ■ — - • Or, en supposant b difl'drent de o, 

^ J, s/ii-upii-k^-a-n ’ 11 

la valeur iniaginaire 

;X' = a K H- biK.' 


ne pourra dvideinment resulter que d’une inldgrale curviligne. 
Mais voici un r^suUat important et.qui subsisle quel que soil Ic 
mode d’intdgi'ation : c’est que les quantit^s K. et verifient la 
m6me Equation lindaire du second ordre 




Az 


dont I’integrale avec deux constantes arhilraires C et C' esL par 
suite 

3 = CK G' K'. 


Cette Equation conduit au ddveloppement de K el K.' sous cette 
forme : soient 


k 



2.4 


A’^ -I- . . . -e 


/ i.3...2rt — 1\ 
\ 2. 4... 2/1 / 


A2«-(-. . . 


(') Les relations analogues rclativement ^ cos am ( a; ) cL Aani(a;) sont 


cos am 

dam 


2S{'a;\_^ /k 2 ^:^cosa7-i-2 ^;^'’cos3a7-i- I {/-^*cos5a7 4 -. .. 

) y k' 1 — a^^^cosaai cos4 a; — 2 ^9 cosfia;-4-...’ 

a^H'a;\ - / H- a cos aa? -h 2 cos4a; -H 2 cosfia; _ 

■K / ” ^ ' t — . 2 :^r.os 2 a: H- a ^ cos4a7 — 2 ^ cos6a7-l- . . . ’ 
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et la somme des n premiers termes de cette suite, on aura 
K = - K, 

K'= klogi —(k — i) — (k—ki) — ^ (k — Ka 

On en deduit aussi cette propridte remarquable, a laquelle nous 
parviendrons plus loin par une autre voie : 


KJ' — JK'= - 
■2 

eii faisant 


J = 


' u- dll 


\/( I — a '- ) ( I — k- u- ) 



k- u- du 

\/( — I ) ( I — k'^u^) 


Addition des arguments. — Theoreme d’Abel. 

C’est Euler qui a donne le premier les formiiles pour exprimer 
sinam(« + 6), cosam(a + 6), Aam(rtH- b), au moyen des fonc- 
tions seinblables relatives aux arguments a el 6, et ceile impor- 
tante d^couverte a die le point de ddpart et la base des Iravaux 
qui ont fonde la theorie des fonctions elliptiques, de mdme a pen 
pres qu’en Trigonomdlrie dlemenlaire on est parvenu aux pro- 
pridtes analjliques du sinus et du cosinus en partant des relations 
qui donnenl le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, en 
foncllon des sinus et cosinus de ces arcs. L’illustre analyste, par 
une sorle de divination reside cdlebre dans I’histoire de la Science, 
obtint sous forme algdbrique I’intdgrale gdndrale de Tequation 

, , du ' dll' 

( l ) , ■■ ■ ■ — H - — ■ •::: - ' — = O . 

/( I — u- ){\ — k"^ u^) V ( I — ii - ) ( I — k- ii‘^) 

Or ce rdsullat revient exactement a I’expression du sinus d’amnli- 
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Mais si I’on fait, 

M = sin am a, 
u' — sin am a', 

[’equation (i), reduite a la forme 

da -+- da = o, 

doiine immediatement 

a -It a' — c. 

Voila done, sous deux formes dilT^rentes, I’intdgi’ale d’une m^me 
Equation difl'^rentielle, et Ton devra passer de I’une a I’autre en 
^liiblissant la relation qui lie les deux eonstantes arbitraires. Je 
remarqiie cet ellet que c est ovidemment la valeur de a pour 
ct! = o, et, si I’oii fait semblablement o! ~ o et, par suite, u' = o 
dans I’^quatlon (2), elle donne c=^u =sinam( 7 . La relation entre 
les eonstantes est done 

C = sin amc. 

Ainsi la valeur de C en u et a' donne prdeis(^ment la determina- 
tion de sin am (o' -h <7/) en fonction alj>ebrique cle slnam« et 
sinamo'b La Geometrie fournit aussi plusieurs metliodes extr(nne- 
ment interessantes pour parvenir a ce meme i-esullat; ne pouvant 
ici les indiquer, nous nous bornons ^ donner sous sa forme analj- 
tique si remarquable le theoreme decouvert par Abel pour I’addi- 
lion d’un nombre quelconque d’arguments. 

J. — Thdoreme d'Abel. 

Les expressions de sinama:', cosama;, Aama? par 
H(.r), etc., fournissent les relations suivantes qui citablissent la 
double periodicity de ees fonctions, savoir : 

^ I sin am {x -h 2 K) = — sin ama?, 

i c 1 n a m / _ l. o /K ^ \ — • — 1— cm n 'y' • 


on reiuarc[ue cjuo les uuis louuuoub se ^<:i{J^uuul^ 5 eIlL uaxiis le 
second membre au signe pres, de sorte que les dlverses combinai- 
sons deux a deux de ces signes, pour I’une et I’autre pdriode, 
forment pour cbacune d’elles un caractere special et qui lie entre 
elles, dbine certaine maniere, Loutes les fonctions plus gdndrales, 
coraposees de sinama^, cosam.r, A ama:, qui a I’dgard desperiodes 
satisferont aux memes relations. Ainsi, en ddsignant par F(.a:)et 
f{x) deux poljnomes entiers en sinaln.^* respectivement des de- 
gr^s n el n — i , et faisant 


tp, (a;)= sin am a: F(sin^ ama-) -t- 


d sin ama; 
dx 


/(sin® am a?), 


tp 2 (a')= cosamar F(cos®amar) h- 
{p 3 (a?)= A ama7F(A® ama?) -i- 


d cos am a’ 


dx 

d A am x 


/(cos® am a?), 


dx 


/ ( A® am X 


on aura, comine precedeminenl, 


I <ei (a: -H 'iK) = — (f, (a?), 
I cp/a’-f- a.iK') =-i- cp,(.r); 

( cp2(a;-h2K) = — tpaC^)) 

( cp2(a7H- 2iK' ) = — cp2(^); 

( «P 3 (a?-t-‘iK) =-t-cp 8 (a 7 ), 

( 03(3; -f- = — tp 3 (a 7 ). 


Ge sont ces diverses expressions qui figurent dans le tbdoreme 
que nous allons ^tablir, ou plut 6 l encore la suivante qui possede 
le caractere resultant de la quatrieme combinaison possible des 
deux signes dans le second membre, savoir : 


cp(a:-t- 2 K) =-i-tp(a?), 

(p(a7-4-2fK') = H-cp(a?). 

£n d^signant par F(a;) et £4(5;) des polynomes respectivement de 
degr^ A et n — 2, f (2;) sera reprdsentd de cette maniere, savoir : 


I' 

\ 







i 


cp(a;) = F (2®) 


dz 

dx 


zF,(. 3 ®), 
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dence dans cp(^) le numeraleur et le d^nominateur, employons 

I’expression z = -~ > qui conduira evidemment au ddnomi- 

^ //.• 0(^) ^ 

nateur 0-"(.r), de sorLe qu’on pourra ecrire 


Cela pose, ayant 


f(^) = 


<P(ce) 


la relation 


0-"(a7 -H nK) =&^'‘(x), 

02 " ( 5? -t- 2 i K' ) = 02" (x) e 

tp(:r} = cp(x)6^'^(x) 


donne imm^diatement, en ayant ^gard a ce cjue ©(x) admel les 
p^riodes 2 R, 2 4K', ces deux conditions 


{') 


( .'T -H 2 K j =< 1 >( 3 :-), 

. — 2/1 -TT 1.^0* / K') 

({» ( a' -1- 2 i K ) = ‘I>( .r ) e 


Or on pent satisfaire a ('.es relations, el de la mani^vre la plus gd- 
ndrale, en n'em|)loyant, bien entendu, que des expressions en- 
dures, si I’on fail, en d(5signanl par A un facteur constant, 

fl' (a?) = AH (07 — ai ) H(a7 — a.^ ). . . II (o- — aj,* )• 
Effeclivement, on v^rifiera, a I’aide des Equations 

II ( 07 — a -t- 2 K ) = — H ( 07 — a ), 

(■ n: 

ir. xt , — -JT- Ot-Hi K') 

li ( 0 " — a -H 2 / K ) = — H (07 — a ) e , 

qu’il SLiffit pour cela de poser la condition 


‘Xi -f- OC 2 •+■ • • • = 0. 

Les quantitds a,, a,,, y.‘ju_i restent done arbitraires, ainsi 
que le facteur constant A, et il est aise d’^tablir que la function 
ent.i^^re. la nlus Pf^nr^rale uni sal.isfail.anx reintinns (iV ne r.nnlienl. 


la seconcle iles relations u) clonnera la condition 


— ^///) 

ce qui ne laisse subsister clans I’expression de que les 

2 n constantes ccoi i • • - i • 

Nous poLivons ainsi poser 

, , , , AH(.-r — a,)H(T — ac-y) . . .H(.v — ao^) 

(i * o(x) = ! : 


et cette equation remarcpiable aura egaleinent lieu en prenant 
pour 'j(ic) la fonction d^duite de 


F( ^2 ) _(_ 



), 


en faisant 5 = cosam ,r et 5 = A amx. 

Maintenant, une analyse toute seinblable clonnera, a I’^gard des 
Irois fonctions o, (^), cpo(:K), cp;)(x), les tlieoremes suivants, ouA^5 
An, A3 d( 5 signent des constantes, savoir : 


? 3 (^) 


A, H — a, ) H (a? — a2 ). . ..H f a’ — a2«-f-i ) 

02«+l 


A2H1 (y — «[ ) H] (a: — g, ). ■ . H| (a; — as/j-t-i) 

02«-+-l (.27 ) ^ 


A3 0 (a? — a, ) Q(x — ao . .©(ar — oL^n-^ 1 ) 


et Ton aura encore entre les quantitds a la relation 


OC j — j— — H , , . — 1— 0t2 ti 1 “ . 

C’est dans la consequence que nous aliens en deduire cjue con- 
siste, ^ proprement parler, le iheoreme d’Abel. 

Nous partirons a cet elFet des equations relatives A et 

cp) (x) ou figure la fonction H(^) qui s’annule avec x et met ainsi 
en evidence les racines des equations cd(cc')= o, o>(x) = o. En 
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se presentent et correspondeaL a 

z — sin am ,r, 
z — cosam37, 
z — L am sc. 

Les poljnomes F el F, inlroduisanl a constanles, on pourra, 
ayant pris egal a I’unite Ic coefficient de 5-", determiner les in — i 
autres coefficients par les Equations du premier degrd 

cp(ai)=: 0 , cp(z2)=:0, .... Cp(a2„_i)=0. 

Cela fait, la relation (i) nous montre cju’on aura encore cp(a:) = o 
pourjc = a 2 /i, c’est-a-dire d’aprds la condition pos(^e entre les 
quantiles a 

X = — ( oti -i- CX2 -f- . . . -H dj/i — i ), 

Or le produit 

donne dans les trols cas que nous avons a consid(5rer un polynome 
entier de degre i\n et ne renfermant que des puissances paires 
de 2 , car on a successivement pour 

z = sin am a; ( ~ — z^) ( 1 — /c^z^), 

z = cosam.r ~ — z'‘‘ ) [ k“^ k'^ , 

/ dz \ ^ 

z = b.mnx ( — z^){k'^ — sM- 

Dans le premier, ce polynome, d(kompos^ en factcurs, sera done 

( — sin 2 am a| ) ( 3 ^ — sin^amaj). . .( — sin^ am a.^,, .j ) 

X [ys — sin^am (ai -i- . .-l- aj,)-! )|, 

dans le second 


( ^2 


\ { T 'I 


{ ^2 


±L 


sinam (aj -h- a, -l- . . . H- a.%n~\) = 


cos am (oil *2«— i ) ~ 

A am ( Oil -+- o £2 h— . . . -i- otj/j—i ) = 


sin am a| sin ama2 . . . sin am otin-i 

±M 

cosamaj cos am a, . . . cos amaon-i ’ 
± N 

■■ ■ — ' • 

Aamtti Aamao. . . A ama2«— i 


, Des conclusions toiites pareilles seront donn^es par la fonction 

/ , • i-i / • » fi?sin amx „ . 

tpi (■■r) = sin ama? F (sin^ama?) h /(sin-ama?), 


Oil F et / introdiiisent 2/i-{-i constantes arbitraires. En prenant 
encore egal a I’unit^ le coefficient de la puissance la plus elev^e 
dans P{z-) et determinant les autres coefficients par les conditions 

«pi(ail = o, cpi(a2) = o, cpi(a2„) = o, 

on aura 

j 

/^(sin'-' am 37) 

= (sin^amai — sin^amai)(sin2ama? — sin 2 ama 2 ). . .(sin^ama? — sin^amttzji) 
X [ sin2 am a? — sin^ am (ai - 4 - aj -F. . . H- as;? )]. 


sin^* ama? F2(sin2 ainrr) 


d sin ama? 
dx 


Ce second theoreme donnerait la valeur de 


sin^ am ( ot) -1- -1- , . . + 

ou figure un nombre pair d’arguments, mais le premier a I’avan- 
tage de conduire en m^me temps a I’expression de 

sin am ( oii — f 0^2 ”F . • . ~F ^2/1 1 )? 

cos am (oci -f ot2 “F • . . *+• ®2/i— 1 ')i 
A am ( Oil -F (X2 -F • . . “F flC2 i ) ■, 

ou il importe peu que le nombre des arguments soit impair, car 
rien n’empeche d’en supposer uii ^gal ci z^ro. Une derniere conse- 
quence a cet egard nous reste encore a dtablir. Observons que les 
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equations 

cp(ai) = o, cp(a2) = o, «f(a2«-.i) = o, 

ou, pour abr^'ger, 

tp(a/) = o, 

d^lerminent pour les coefricienLs cle F etF, des fonctions ration- 
nelles, dans le premier cas, pour z=z sinaina?, de 

(i sin am a,’ 

sin am a,- el % = cos am a,- A am a/: 

aa,- 


dans le second, pour z = cos ama?, de 

d cos am a/ 


cos am a/ el 


da,- 


sin am a/ A am a,; ; 


dans le Lroisi^sme enfin, pour z = Aama/, de 

dA am a,- 


A am a,- el 


da/ 


/c 2 sin am a/ cos ama/. 


Telle sera done la forme des quantilds que nous avons tout 
I’heure ddsigndes par L, M, N, el, par suite, des valeurs elles- 
m^mes de 

sin am(a| -+- aj -h a2„_i ), 

cos a m ( a \ “H a 2 “l~ • • • ”f~ a2 // j ^ 

A a in ( a 1 —i— a2 * 4 " , * . ■ 4 ” a2 // — 1 ) . 


Quant au double signe, il suflira, pour Ic determiner, d’un cas 
particulier; nous allons en donner un exenqile. 


11 . — Fonniiles pour I’addition de deux arguments. 


Nous appliquerons les tlidoremes precedents au cas de trois ar- 
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tion fondamentale a ceLle forme 


4 - az- b)- — c^z^ 



z-(z- — sin 2 amai) {z - — sin2ama2) 


X [z^ — sin2 am(ai-+-a2)], 


de sorte qu’on doit d^ja poser b = o. Si I’on supprime dans les 
deux membres le facteur 5-, et qu’on fasse ensuite z — o, on ob- 
tiendra 

I ^ 

sin am(ai 4- a,) = 

sin amai sm am ao 


Cela pos^, les Equations cp(a| ) = o, 0(01.2) = o deviennent 

sinS ama) 4- a sin amaj 4- c cos amaj A ama, = o, 
sin 3 am aa 4 - a sin amaj 4- c cos am oc^ A am a, = o, 

d’ou 

c sin 2 amai — sin'^ am 02 

sin ainai sin amoj sin amoi cos amoaAamaa — sin amoa cos amo] Aamat 

valeur qui se r^duit a sinamoo pour a., = o, de sorte qu’on doit 
prendre dans la formule le signe sup^rieur. II vient ainsi, en mul- 
tiplianl les deux tenues de la fraction par 

sin amai cos amoa A amoa 4 - sin amoa cos amo] Aamoi, 


et supprimant haul et has le facteur sin- ama, — sin^ amaa, 


sin am ( Oi 4- a,) = 


sin amoi cos amoa A amoj 4- sin ama, co s amoi A amai 
( — sin- amoi sin^ amoj 


Dans les autres cas ou z = cos ama? et s = A ama;, I’equation 

/ o z. 

z* 4 - az- 4- o 4 - -y- = 0 

ax 

adinet la racine = i qui repond au troisi^me argument supposd 
mil. On doit done faire 


z'* a z^ -k- b =■ (z* — 1) rri)., 


cos am (ai -H *2) = 


± m 

cos am ai cos am *2 ^ 


de meme pour ^ = A am:r, on a les relations toiites semblabies 


cos amai Aamai 

A- amai m -f- c : = o, 

sin ainai 

, cos am oto A am a, 

A- am a2 m -I- c : — = 0, 


A am (a, -f- a^) = 


sin am a2 
■±1 m 

Aam Ki A am ao 


Un calcul, enti^rement analogue a celui qui concerne le sinus, 
donne les formules suivantes : 


cos am(ai-|-a2) = 
A am(ai = 


cos amai cos ama2 — sin ama, sin ama2 Aamaj Aama2 
1 — /c- sin'-* amai sin'-^ amao ’ 

Aam «! Aam a.>i — /c® sin ama] sin am a2 cos am ai cos ama2 
I — k- sin- ama] sin’^ ama2 


Les trois formules que nous venons de d^duire du thi^orfeme 
d’Abel sont nomm^es h juste litre fondame males, car elles suf- 
fisent pour determiner completement les fonctions 

sin ama;, cosama;, Aama;. 


On pent voir dans les premiers Memoires d’Abel, et |)osterleure- 
raentdans lesTravauxde Gudermann ('), Tun des meilleurs auteurs 
qui aient ecrit sur la throne des fonctions clli])ticjues, comment 
elles donnent la double peiriodicite, puis les expressions de 

sin am (no;), cos ain(/ia;), A am (no;), 


ou n est an nombrc entier quelconque, d’ou Ton ddduit, en rein- 
pla^ant ^ passant a la limite pour n infini, les expres- 

sions analytiques sous forme de quotients des sdries © et H. Nousy 
joindrons les suivantes, qui s’en d^duisent imm^diatement, savoir : 


sin am (aj — a2 ) = 
cos am (a] — a2) = 
A am(ai — a2) = 


sin am «! cos am aj A am a2 — sin ama2 cos am ai A ama. 


1 — X:* sin* ama 1 sin* ama2 

cos ama] cos ama2 -t- sin am a] sin aina2 A am a, Aam a2 


i — /c* sin* ama] sin* ama2 

Aamaj A am *2 -I- X:*sinama| sin ama2 cos ainaj cosama2 


I — /r* sin* am a, sin am ry» 


I 

■isin am 2] cos am ao A am a2 p 

I — sin- am ai sin- am ao ’ | 

cos am aj cos amao i 

I — /t- sin- amai sin- am ao | 

•2 A amoti A ama^ ' 

i — sin- amai sin- amaq * 

2siii am ao cos am aj A amai 1 ’ 

I — sin- amai sin^ am ao ^ 

2sin am aj sin amo<2 Aam Aania2 1 

I — k'^ sin- am ai sin^ am \ 

F . , ^ . 2/:-sin ama, sinamaocosamai cosamao 

Aam(a, — a.-)) — Aam(ai-t-a<,)= — : = — ;; 

I I — A--- sin- am ai sin- ama2 

Les trois dernicres Equations, en faisant j 

(Xi 4 - a2 = a?, «! — ao = a, 

conduiseiit a determiner toutes les valeurs cle qui doiinent I 

sin ania? = sin am «, j 

cos am a? = cos am a, 

A ama- = Aama. 

Ainsi, dans le premier cas, on reconnait que toutes les solutions 
sont donndes par celles des equations 

sin am — = o ou oo. 

2 

X a 

cos am = o, 

2 

. X a 

A am = o. 

2 

On en conclut immediatemenl, d’apres les formules donndes 
page 143 pour les racines des equations 

6 (x) — o, H(x) — Oj 0,(37) = 0, Hi(a 7 ) = o, 

qu’on a 

j 37 = a-h 4 ^K-t- 2 m'iK', 

I ^ — — «-t-(4^-f-2)K-i-2 nx' i K' ; 


sin am (a, 4-012) -1- sinam(ai — ct-i) 
cos am(ai 4 -a 2 )-t- cos am(a, — 'U) 

A am(ai-T-« 2 )-H Aam(ai — 0(2) 
sin am(ai4-7£2)-^ sin am(ai — oco) 
cos am (a, — 32 ) — cos am (a, -4 a.,) 


X — ± a m! tK', 

X — dz a -i- ( 4 m a ) K ^- ( 4 -4- i ) i K', 


ou plus siinpleinent 

37 = ±: rt -f- i »^ ( K -f- t K' ) -4- 4 t K', 

et pour 

A am.r = A am a. 

37 = ±a-i-a/nK-t-4 'u' i K' . 

Dans ces formules m et tn' d^signent des nombres entiers quel- 
conques, positifs ou n^gatifs. 

Les formules pour I’addition de deux arguments donneraient 
lieu a beaucoup d’aulres remarqiies; je me bornerai ici aux rd- 
sultats relatifs a la duplication et aux valeurs que prennentles trois 
fonctions lorsqii’on suppose I’argument dgal a une demi-p^inode. 
Les premieres ddcoulent des formules fondamentales, qui donnent 
immddiatement 


Sin am aa — 


cos amaa 


A a m a a = 


•2 sin am a cos am a A am a 
I — /c'-^ sin'» am a ’ 

r — 2 sin^ am a -i- sin'* ama 
I — /c* sin'* am a ’ 

I — 2/c* sin^ ama -f- /r^ sin^ ama 


i — sin'* ama 

et I’onen ddduit les valeurs suivanles, qu’a donmies Guderniann : 

/ . tK' i 


K 

sin am — 


^ \/ f k' 

K /F 

cos am — = 


k' 

K 


A a m — =. \/ k' \ 
2 


sin am ^ ^ it i K'^ = 


i 2 

I /;K' s/TTH: 

{ cos am = 7 :r“ 1 

j s/k 

iK' 


A am — = -H 
2 


\/ 1 — k' 


sin am ( K ±; 


tK'\ I 




f = 73^’ j cos am(^Krp^) ==Fi^/- 


— /c 


ei 


sin am 

cos am 

^ am 


K ± iK' 


K ± ^K' 


K=h t'K' 



= (' + 




-H 


ik' 


IJJ. — De la multiplication des arguments. 


Ce point important de la theorie des fonctions elliptiques est si 
Inlimement li^ a la theorie de la transformation, dont nous ne nous 
occuperons pas ici, que nous devons nous borner a I’indicalion 
d’un petit nombre de resultals. 

En premier lieu, soit n un nombre pair, et posons 


n^ 

m — — , 
2 

on aura 


sin am(nic) = n cos am ar A ama; 


sin am.r -H A'sin^ am H' sin'^'"-^ af,-, ^ 
I + A sin- ama? -t- . . .-f- IJ sin-'" ain.r 


n 

( — i )2 cos ain(n.a : ) 


I -f- A'l cos^ am 37 -4- . . .-t- H', cos^'" am x 
[ A.1 cos- am ,r -t- li j cos‘’^'" am x ’ 


n 

( — / )2 A am ( /ia 7 ) = 


[ A2 A- am.x -H . . . + I-I2 A'-i'" am x 
1 + A.) A- am 37 H- ... -4- H 2 A'-^ a m x 


Soit, en second lieu, n impair' et faisons 


on aura 


sin am( na?) = a 
cos am (no;) = n 
A Am^nx) = n 


sin amx + a' sin^ am.r 


1 -i- a sm- am .r •+• . 
cos am 37 H- a\ cos* am x 


h' sin-"'-'-! arjj ^ 


h sin-'" am. 7 ' 

. -H A' cos'!'"-'-! am 07 


I -I- ax cos 2 ama" -i- . . . -f- A, cos'^'" am x 
A am 37 -i- 0.2 A* am 37 -h ... -i- h\ A^"'-'-! am x 


I aj A- am37 


h<, A'"" am 37 
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determination, dans le cas ou n est impair, le theoreme suivant : 
Soient 

u . U p 

simama7= , sinam{;ia;)= et U = 7:^) 

Vk \/k Q 

P Q eiarit des poLynomes entiers en u; si Von fait 

ces deux polynomes satisferont d V equation lineaire aux dif- 
ferences partiell.es que void : 

u^{n'^ — \ ) z -\- { — I ) ( a u — ^ 

du 

dt X, dz 

-t- ( I — a.u^-y ii'*) -j—- = — 4 ) — . 

dii^ ’ da. 


Sur les int^grales de seconde et de troisi6ine esp6ce. 


On y est amen^ par la consideration de I’int^grale 


I 


r (sin am.r, 


cos am a-, 


A am a? ) doc. 


OU F dcisigne une fonction rationnelle qiielconque, et qui va main- 
tenant nous occuper. 

Soit, comme pr^c^demment. 


u = sin arna?, 
= cos am a?, 
w = A am .a?. 


On reconnaitra d’abord qu’elle pent titre rdduite k la forme 

V -y Ow nfa;, 

od A., B, G, D sont des functions rationnelles de la quantity u. ll 
en r^sulte que la premiere partie 


fonclions rationnelles. C’est done seulement dans I’expressioii 
J' K/lx que I’on pent s’attendre a voir resuller de I’int^gration des 

fonctions nouvelles, etque les considerations suivaates vont meUre 
effectivement en evidence. 

Soil 




cp et ^ designant des polynomes entiers; en multipliant part|;( — u) 
les deux termes de la fraction et I'aisant 


<!/( — U) = 4>( ) -h 


on decomposera I’integrale propos^e dans les deux suivantes : 


/ 




dx, 


I 




dx^ 


dont la seconde se ratnene encore aux radicaux du second degr^, 
puisqu’en faisant = t elle devient 


I 


1 ( O dt 

\/{i — t){\ — k^t) 


II y a done seulement lieu de s’occuper de la premiere, 


dependre, en decomposant en fractions simples 
tels que 


f 


U-" dx. 


/ 


dx 

( I -H a lC^ )/' ’ 


ou bien 


(f( ) 


qu’on fera 
de termes 



du 

u- ) ( I — k- u - ) 



da 

u-)i> - a. ' ) ( I — k'^ u- ) 


etces termes sont eux-memes r^ductibles, comrae on va voir, aux 
cas les plus simples de /t = i , /? = i . 


ITcllLUlJa Cll JJlCIlllCl lieu UC let ICliaLlUll 


. / ; 

V ( I — “^) (> — 

qui difT^renti^e donnei-a 

(Ji llDi 

= m( /n — I) — m^( I H- ) u"' -{- m{m -h- i) k"- 

En integrant par rapport a x les deux ineinbres de cette Equation, 
on trouvera cette formnle de rtkliiction 


'.{m — I) it'" -- dx ~ m'^ {\ -{- k'^) j' u"‘dx-+-m(m-r~i)k^j'u''‘-^^dx, 


qui montre coiinnenl de proche en proche on ram^snera I’lnt^grale 
proposee ou ni = 2 n^ aux seuls cas de n = o, n — i . 

Le premier donne un lerme proportionnel a la variable, et e’est 
le second qui conduit h un nouvel (^Mment analytique, dans la 
theorie des fonctions elliptic{ue.s. 

En introduisant coniine I'acteur constant le carre du module, 
nous poserons 

Z(x)— I /c^ sin* am a; da;, 

*-'o 


ce sera ce que Ton nomme et ce que nous appellerons dor^navant 
la fonction de seconde espece. 

Partons en second lieu de la relation 


(■ip - 

- 2 ) ^1-1- 

n-/r* /c*\ [ 

' dx 

a "*"«'■“/ J 

(1 — a it*)/' 

~(ip- 

— H ^ / I “4- 

, 3/r*\ 

r dx 

J (i — aa*)/'- 

1 1 -t- 

a a* / 

-4- (-ip - 

-\)l— 

A* 3A*\ r 

J [i 

dx 

a 

— a it* )/'--* 

— (ip ~ 


' dx 


( t — a a* )/' ■ J* ’ 



qu’on trouvera identique par la differentiation. II est clair que, de 
proche en proche, elle fait d^pendre le cas le plus general des trois 





ail lieu de 


En faisant 


nous poserons 


ItS 


rt — sin^ am a, 

A I 7. • 

A = — T- sin am a cos am a A am a, 

2 da 


n(a?, a)= f 

n 


“ k- sin am<T cos am a A am a sin* divax .dx 
I — A:* sin* am a sin* am a? 


et cette expression sera desocmais pour nous la fonr.tioii de troi- 
sieme espece. 


I. — Expression par Q(x) des inteprales de seconde 
et de troisieme espece. 

Nous avons pr^c^deininent ^tabli la relation suivante ; 

/ . „ ^iAsinamar ^^(x — — aoilifa? — aa) 

sin ama^fsin* ama^ + A) -h B ; = G — * — ^ 

^ ‘ dx 03(ar) 

ou les coefficients A et B s’expriment par a< et en posant 

/ • o AS „ cA sin amai 

sm amai(sin* amai -i- A) -f- B -j = o, 

dxL } 

, . „ A s o sin am a, 

sin ama 2 (sin* am -i- A ) -i- B ^ = o. 

dc/.^ 


et, par suite, 
d’apr^s la condition 


a, = — a2 = a, 


213=0; 


a, -i- aj as = o, 


on trouvera 


B = o, A= — sin* ama. 



CL, jJclt CL;il3CL|UCllt, 


. , . ^ H(a?-i-a) H(^ — a) H(a7) 

sin amrp( sin2 am j; — sin^ am a) = C — -Trr-. — r — — - • 

03(a?) 

Determinant G en t’aisant as = o, 11 viendra enfin 

0-(o)H(a7 + a) H(a7 — a) 


sin-! ama? — sin- ama = 


/cQ'^{cr) Q^(a) 


Cette relation iinportante prend, si I’on change a en « + tK', 
cette nouvelle forme 

02{o)0(a;-h a)d(cc — a) 


I — sin2 am« sin^ ama? = 


'■(a?) 02(a) 


a laquelle on parviendrait encore d’line autre maniere en employant 
I’identitd 

i H ( a? -4- a) H ( a7 — a ) 


k 0(a;-t-a)0(.r — a) 


= sin am(a7 h- a) sin am (a? — a) 

sin2 am a; — sin^ am a 
I — /c2 sin2 am a sin’^ ama? 


Elle donne, en prenant les logarithmes de deux membres, 


log(i — k'‘‘ sin2 amasin^ arna:?) = log02(o) -h Iog0(a7-+- a) 

-H Iog0(a; — a ) — ■2log0(a7) — 2log0(a), 


et de let on tire imriK^cliateinent, en diil'drentiant par rapport a a et 
en integrant ensiiite par rapport a a?, 



k‘‘- sin am a cos am a A am a sin 2 am xdx 
i — /fS sin^ am a sin^ amar 


1 *d{x — a) ^ 

2 0(a? -I- a) ’ 


e’est I’expression analytique d^couverte par Jacobi de la fonction 
de troisi^iine esp6ce. En divisant par« et supposant ensiiite a = o, 
on en d^duit 



A*2 sin* ama? dx = Z{a?) = 


%' {x) 

■0l¥)’ 


ob I’on a pos^ 

7 — l\Q^ -I- O'?® — i6a‘® -(- 25a28 — . . . 


1 


cat i. OA. 




seconde espece el qui va nous condiiire aisement a ses propridtes 
fondamentales. 


II. — De la fonction Zix). 


La premiere de ces propri^t^s est de n’avoir qu’une seule et 
unique determination pour toute valeur reelle ou imaginaire de la 
variable. C’est aussi ce qui resiilte directement de la consideration 
de riniegrale 



sin- am z dz. 


En effet, pour Tune quelconque des racines de I’eqiialion 


= o, 

sin am 3 

savoir 


3 = 2 m K -f- ( 2 m' r ) t K', 


le residu correspondanl de /r-sin^ainz, c’esl-a-dire le coel'ficienl 

de - dans 
e 

sin* am fa m K -H ('i/n'-H i) t K'-i- &1 = -r— j 

sin* am £ 

s’evanouil, car sin® aine ne contient que des puissances paires de e 
dans son developpement. L’integration, quel que soil le cliemin 
decrit par la variable z, ne donnera done qu’une seule et unique 
determination. Nous pouvons ainsi poser sans aucuiie ambiguVte, 
en adoptant les denominations de M. Weierstrass, 



K 

k- sin* am a? dx^ 

K4-/K' 


k^ sin* am x dx. 
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pece par la relation que nous avons d^ja mentionn^e 

KJ'— KM = - 
■). 


et que nous allons maintenant d^monlrer. 
A. cet elTet, faisons successivement 


^ == K, 
z = K -4- t K', 


dans I’eqiiation I'ondamentale 


7u{x) = l^x — 


e(.r) ■ 


La premiere substiLution donnera lout d’abord 


.1 =CK, 

car on a 

e'(K) = o. 


Pour la seconde, nous partirons de la relation donn^e page i43 : 

..r, 

0i (a? -t- t K ) = U] (.t) e 

et d’ou Ton lire 

1 -rr 

log0i(a:’ -H t'K') = logHif-r) — — [’ix tK'). 

» K 

En diir<irentiant par rapport a on en deduit 

0', ( ,r i K') _ iiz 

0, ( -h i K' ) ” H I ( .r ) 2 K 

Maintenant, si I’on fail ,r = o, la d(^rivde de la fonclion paire H( [x) 
s’^vanouissant, il viendra 

0'i(fK') 0'(K-hiK') iTt 

01 (tK') “ 0(K-t-tK') ~ 


Z(K-|- i'K'j = C(K-i-tK')-)- 

'Jl Iv 


On en concliil 



moindre que I’unile, s’expriment paries int^grales rectiligues 


_ r* d x 

X v/fi — 


['= fr 


.^'2 dx 


'0 /(* — ) ( I — ) ..'i \/ {x- — ij(i — k^x-) 

et I’on a, comme pour K el K', ces deux series : 

J = - 3, 

‘1 

J' = 31o-|-^i-(3-3o-^ (3-32)- ^ (J-Js)-..., 
en faisant 

1 ^\-3./ 6 Vi4/ V '2. 4. (3/ 


- -4- 7 ( M k'- 

2 4 \ 2. 


•in — 3 / f.3...2/z — 5\^ 


•in — 2 \ 2 . 4 • • • 2 « — 4 
I ‘in — \ / \ .3 .. .•in — 3 

2 . 4 ... 2 /I — 2 


k^"-. 


Void maintenant la propri^t^ de la fonction de seconde espece 
qu’on doit regarder comme caract^rislique et qui justifie son in- 
troduction a titre de nouvel element analytique dans la thdorie des 
fonctions elliptiques; elle consiste dans les relations 

Z(a7-H2K) = Z(a7) 4- 2J, 

Z(a7 4- 2 iK') = Z(a7) -t- i ii' . 

Ces relations, qui d^coulent imm^diateinent des Equations fonda- 
menlales 

&{X 4- 2K) = 0(27), 

^ ..n. 

/-V / • Tr i ’ ^ \ "wT" ^ K ) 

0(a7-H2iK) = — 0(a7)e ^ , 


en en prenant les deriv^es logarithmiques, donnent en elFet la no- 
tion d’lm nouveau genre de fonctions qui, ^tant uniformes, se re- 
produisent avec I’addition d’une constante lorsqu’on augmente 
I’argument des quantites 2 K et afK'. Plus tard, on verra le r61e 

a-Y P 1 ivk rx ix >-k4' ^ ^ a. 1^ ^ 1 - 
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On y parviendrait d’aiileurs encore aatrement, en partant de 
I’^quation 

Z(r a) = Z.(x ) -i-.Z(a) -I- k- sin amar sin am« sin am(r -f- a), 


c’est-a-dire du tln^oreme de I’addition des arguments dans la fonc- 
tion de secunde espece, que Jacobi ddmontre coinme il suit : 
DifTerenlions, par rapport a x, I’dquation 


il viendra 


n f.r, a) = .r 


H'(rt) 

0(a) 


f . Six — a) 

- lOi!' — ; j 

2 ‘ S{x -+- a) 


sin am a cos am a A am a sin -ania; _ 0'(a) i 0'(.r — a) i S' (x a) 

I — A'- sin'^ am a sill- am.r 0(a) 2 0 { .r — a) •?. S(x -ha) 

— — Z{a) -h X -h a) — Z(x — a), 

d’ou, eii pernnitanl x et a, 


sin am x cos am, 7' A am x sin^ am a 
1 — A- sin^ am a sin- amir 


= — Z(a’)H-^Z(.r-t-a)-i-^Z(a? — a); 


or ces relations, ajouti^es membre a meinbi e, donnent 

A'2 sin am.r sin am a siiiam (.r -I- a) = Z(a^ -I- a ) — Z(x) — Z( a). 


Iff. — De la fo action ll(ir, a). 


Onconsidere commc I’une des plus belles ddcouvertes de Jacobi 
cette expression de n(:r, a) ou figurent deux quantitds, I’argu- 
ment x et le paranu'itre par la relation 


l((.r. a ) = .r 


0'( g) 
0(0) 


1 I 0(3’ — a ) 

2 0 ( r -+- rt ) ^ 


dans laquelle n’entre que la seule fonclion 0 avec sa ddriv^e. Il 
pourrait in^me paraitre inutile, ^ cause de la simplicity de cette 
expression, d’introduire avec une dysignation sp^ciale et comme 


iJ C^UallUIi lUiAUdllJCllLdlC UUllllC JllllllCUldtClllCilt 


rj(a7, a) — [l(a, ce) — x 


e'(^) 

e(a) 


— a 


Q'(x ) 

©T^ 


ou bien encore 

n(ir, a) — n(.ot, x) = aZ{x) — xZ(a) 


en introdulsant la fonction de seconde espece. Cette propri^t^ pent 
etre etablie directement et endue aiix integrales d’ordre supe- 
rieur par la metbode suivante qu’a encore donn^e Jacobi. 

Soit (o(x) un polynome de degre quelconque en x et 


F 



y/tp f rt ) d.v 
{X — a)^(f(x) 


la difference F(.2?, a) — F(<2, x), ou bien la sonrune des integrales 



\/te{ a) dx 
(x — a) \/<i(x} 



^(f(x)da 
(X -- a) \/o{a) 


peut etre remplacee par I’integrale double 



dx da 

v/o(a7) v/<p(a) 


[to' ( .r ) -4- a' ( g ) [ ( ,r — g ) H- ■>. cp ( g ) — '2 tp ( y ) ^ 
•).{x — a)2 


Or on irouve aisement que la quantile plac^e enlre yaarentlieses 
est line fonction entiere de x et de a, de sorte que I’intdgrale 
double se ramene a une somme de produits tels que 


' a"^ da ^ x''- dx 

Jo Jo \/?(^) 


Le cas des integrales elliptiques resulterait evidemment de 1 ^, 
en posant 

(f(x) = x(\ — x){\ — /c^x) 


et prenant, pour variables x el a, les quantites 


sin® am ir 


et 



ri( X, a) — a?) = aL{:n) — x2.{ a), 

a? = K et .r = K-t-tK'; 


en observaaL (lu’on avira 

n(«, 


n(«, K) = 0 , 
K-h/K') = o, 


on en concint 

1J(K, a) — a2,{K) — KZ {a) = a] — KZ(a) 
ri(K -i-iK') - n(K) = iay— fK'Z(a). 


et 


Telles sont les valeurs des fonclions completes ou blen des Inte- 
gra les d^finies 

sin am a cos am a A am a sin^ am a- dx 
I — /f* si n'-' a m a si n a m x 

k'^ sin am a cos am a A am a sin^am .r cXa? 

( — X"2 siiT-'ama sin“am.T 


IUK)= f 
n(K -+- iK') - ll(K) --= !' 


Si pour un instant on les d^signe respectivement par H et /II', on 
aura les relations 

\\{x a) = 11(37, a} ill, 
ll(.7f -t- 'P,/K', a) = 11(37, a) -I- % iW 

et 

KiJ' — riK'= — . 


Mais nous observerons, a I’^gard de la fonclion de troisi^me es- 
p^ce, qiie l’int(^gralion inlroduil, en modifiant le chemin decrit 
par la variable, un multiple entier positif ou n^gatif de — i, 
de sorte que ces relations n’ont lieu que pour certains modes 
d’int^gration, tandis que les relations analogues relativement la 
fonction de seconde esp^fce n’exigeavent aucune restriction de 
cette nature. 



G. — Addition des arguments. 


Considerons, pour fixer les idees, ua iiorabre impair d’ai'gu- 
ments a,, a^, . . lies par la relation 


-f- aj H-, . . a2;j-)-i — o, 


I’equation fondamentale 


donnera 


a) = X 


e'(«) 

e(a) 


+ i|0g 


Q{x — a) 
0 (37 -f- a ) 


II(a,, a) -t- n(a2, «) ■+-• • --i- n(a2„-f-i, a) 


1 log — — _ 

•1 ° 0 (ai-i- a) B(a2 + a). . . 0(a2„-M -f- a) 


Cela pose, je dis que la quantity sous le signe logarithmique 
s’exprime rationnellement par 

I sinamai, sin anfia2) •••, sin ama2„H-i, 

I Da, sin amai, DajSinama2, Da3„+, sin am a2«-i-i. 


Rappelons, a cet efFet, qu’en d^signanl par f {-x) ety, (^x) deux 
poljnomes entiers en x des degr^s n el n — i et faisant 

9 (a:) = sin ama7/(sin2anaa7) -h D;rsin atn ar/i (sin^ ama?), 
nous avons obtenu (p. 184) la relation suivante : 

v(x') = — g,) H(a7 — aa). • • H(a7 - a2»4-i) 

02«--i-i(a7) 

Oil les coefficients des poljnomes f et doivent ^tre determines 
par les Equations lindaires 

?(“l) = 05 ‘?(»2) = o, cp(a2„) = 0, 

et sont des fonctions rationnelles des quantit^s (A). 

Cela pose, en cbangeant a; en — on en deduit 



CL 11 eu rehiiiLc 


H(^ — ai) H(d? — a^).. . H {x — a 2 „ + i ) 
H(a7-i-ai) H{a7-t-a2)... H(a7-t- ) 


y(^) 

cp(— x) 


Or, en faisant 


d’ou 


la quantity 


.r = rt -h t'K', 


I 

sinama?= — : ■> 

k sin am a 


Da: sin aina^ = — 


Da sin ama 
k sin - ama ’ 


H (. 2 ? — «! ) H (a; — «2 )• • • H (a; — a2,t+i ) 
H(a7 -l- a, ) H (x -H aa). . . H(x -+- 


deviendra pr^cis^inent 

8(a — g, ) 0(a — aa) . ■ . 0( g — aaii+i) 

d(a -i- ai)6(a -h a«) ... 8(a -h a^n-hi ) 


Elle s’expriine par consequent comme il a ete annonce, ayant pour 
valeur la quantite 



qu’on raniene, en rnullipliant haul et has par sin-"+' ama, la 
forme 

sin am a F ( si n*-* am a) — D„ sin am « Fi (sin^am «) 
sin ama F(sin2 am a) -i- Ua sin ama Fj (sin^ama)’ 

F(a;) et F^(,2■) etant comme /(.x) et f\{x) des polynomes, de 
degT^s n et n — i en x. 

On peutdonc ecrire, en remplagant I’argument par 

( (X| -+- OCj -i- . . . -I- Mj/i ), 

I’equation suivante 

.n(ai, a) -+- n ((X2, a) -|— . . . -i- fl ( ocj^, a ) 

= II ( a 1 + ao -H- . . . H- cco « , a ) 


t: esL le Liieureiue ue i auuiuiuii ues arguineiiLS isoubia lorine trouvee 
par Abel. 


D. — De differentes functions analogues a la forictiori 
de troisieme espece. 


D’importantes questions de mecanique conduisent souvent ji 
r^duire aux fonotions 0 des integrales semblables a la fonction de 
troisieme espece et qui s’y ramenent par quelque substitution 
simple; aussi Jacobi, dans son memorable travail sur la rotation 
des corps, a-t-il juge necessaire de donner le Tableau suivanl, 
qui offre la reunion complete de ces di verses integrales ainsi que 
leurs expressions sous la forme la plus simple par les fonctions 0. 


*■ / 

/ 

•^0 

f 

X 

■ X 

■ X 
• X 

■ X 


A'- sin am^cfisania Aamasin-am xdx &' (a) 
i — k- sin-anm sin^arna? 

sin am a cos am a cos- am.r dx 


i <d(x — a) 

0(a) '2 '^^0(a7-+-a) 


A ama( i — k- sin'^atn a sin''‘atna?) 


&\(a) I Q(x~ a) 
0,(a) 2 ^^0(a;-(-a) 


tane am a A am a A-ani </.r 11, (a) i, 0(,r — a) 

^ — = — CC log r ' 

I — A2 sin- ama sirr^ ama: Hi(a) 2 ^ (d(x -h a) 


A am a cot am a dx 
I — k- .sin- am a sin- am a; 

sin amacosam a \ ^\\\adx 
sin- am a — sin^ama; 

sin am a cos am a A- Amx dx 
A am a (sin- am a — sin^ama;) 

tangamaAamacos-ama-ola? 
sin- am a — sin^ am a? 

Aamacolama sin-ama-cAa^ 
sin- am a — sin'^ am a? 


H'( a ) I , 0(a7 — a) 

— X - -I- - oo i 

H(a) 2 " 0 ( 0 - -i-a) 


0’ ( a ) 
■ 0(a) 

. B't ( g ) 

01 ( a ) 

H; (a) 
' Hi(a) 

H' (^) 

H ( a ) 


1 n ( a -+- ,27 ) 

2 H ( a — .r ) ' 


1 , li ( a 

— \i)<r 

2 ® H(a 


I , Hi a 

H log 


X) 


X ) 
X) 


H 10£ 

2 ' 


H ( a — 37 ) 

H ( a -H 37 ) 
H ( a — x) 


11 nous suffira d’observer, pour qu’on puisse immedialement les 
demontrer, que les equations 2, 3, 4 se ddduisent de la premiere 
en y changeant successivement g? et a eu 



VjCij Ljuaut; cLjLiaLiuua aixijji uutciiuca, uu cxx Lire iei> (|uaLre sui- 
vantes par le cliangemenl dc en a? + tK' ( ' ). 


Des fonctions de M. Weierstrass. 


II a ele deja reinarqud que sin am x, cos amx, am a?, pouvaient, 
pour des valeurs de x inoindres que I’uiiite, ^tre d^velopp^s sui- 
vant les puissances de cette variable en series dont les coefficients 
sent des fonctions enli^res et a coefficients rationnels de k-. II en 
est 6videmmenl de in6me de sin-ama?, de la fonction de seconde 
espece 


Z(a7) = / /f* sin^ama? 

de son int^^rale J' 7j(x) dx et m^me aussi de I’expression 


- r' 


mais, tandis c[u’a I’oigard de sin-aina?, Z(a;) et j Z{x) dx les 

developpemenls ne subsistent que pour des valeurs de la variable 
dont le module est iiifdrieur a I’unite, I’exponentlelle 



Z (.»•) (l.v 


conduit a un developpement convergent dans toute I’diendue des 
valeurs r^elles ou imaginaires de x. Eirectivement I’^qiiation 


(') Si I’on repr^senlc par / F{x)dx I’uiie quelconque des liuit formesdela 
n 

fonction de Lroisidino espi^ce, F(a;) aura pour p(5riodes a K et aiK', et les expres- 
sions pr6c(5dcntes s’obtiendront itijiti6diiitcment I’aide d’une expression g6n6- 
rale des fonctions doublemcnt pdriodicjues, qui sera dtablie a la fin de cette Note, 
savoir : 


ff / ^ \ — C -t- '' R ^ ) 

(a;) -C-H-R |,j 



e 


\\{x) 


e 



Z (.»•) il.r 


_?jL' e(x) 

■ eT^' 


Void done une propriele bien digne d’atlention de la fonclion 

0(a:) de se changer par I’introduclion du facleur e ~ 0 ^) 

une nouvelle fonction on I’arguinenl est sorti du signe eosinus et 
ou figure directement le module k- k la place des periodes et de 

— r. - 

la iranscendante q = e Les memes choses auront encore lieu 
evidemment a I’egard de ces trois autres fonctions : 


A l(a;)i = sin am a? e 


-/ zu)da- _z^H(a7) [ 


Al(a?)2 = cos ama? e 
Al(a;)3 = A ama? e 



Z ixl dji- 


Z (a') d.v 


^ ' e(o) 

-^-^ 01 (a;) 
e(x) 



II en rdsulte qu’i edtd des d^veloppements periodiques 


iKa? I ic'^sina; — 2 eg® sin 3 a: -h 2 sjn j a? — ... 

sm am = — — ^ J-i , 

-n: t — 2^ cos-2a: -+■ 2^' cos 4 a: — 2r/® cosoa: . 

iVi.x _ / k' q cos a? -I- 2y/g® cos 3 a 7 -i- 2 (/ 5 '®"cos 5 a:-t-... 

TT V ^ ' — 2 cos 2a7 -4- 217^ 0084.2: — 2 cos 6 a: . 


A am ^ — JT' '^9 cos ix iq’* cos '\x •iq'^ cos 6 a: H- . . . 

t: I — 2^ cos 2 a: ■+■ -iq^ cos l\x — 2 <7® cos 6a: 


on voil s’offrir un autre mode de representation ou les fonctions 
doublement pdriodiques sont exprimdes par des quotients de 
sdries rationnelles en x et /r-, et convergentes quelles que soient 
les valeurs r^elles ou imaginaires de ces deux quantitds, Abel avait 
entrevu et rapidement indique la possibilite de ce nouveau mode 
d’expression des fonctions elliptiques, mais e’est k M. Weierstrass 
que revient I’honneur d’avoir mis dans la Science, an lieu d’un 
simple apergu, une thdorie profonde qui conduit directement a 
ces nouvelles fonctions, non seulement dans le cas des transcen- 


verLes, nous nous bornei'ons, ct sans sortir des fonctions ellip- 
Liques, aux indications suivantes. 


I. — Definilioii des qiiatre fonctions A.I(.'r). — Equations 
dijfirenliellcs. 


Alin de rattaclier inimediatcinent ccs fonctions aux quatre fonc- 
tions 0(.r), nous poserons : 


(A) 

-/ •l(x\dx 

A 1 ( ,r ) = <?••' 0 , 

1 . Al(a:)i 

S>nam.r= , 

1 Altyr)? 

^ cos ama;= -r-TT — 

1 Al(a7) 

/ , Alf.r)n 

1 Al(x)’ 



et, par suite, 

’ e{o)’ 

(B) / 



A.l(»;).= « ’ e(o/ 


Des relations (A) resultent en premier lieu cellcs-ci : 
Al2(.r )2 = A 


Nous deduirons cnsulte des <5galit(5s 


A1 (x) 


-f^ % (.r) (lx 

== e J 0 , 


yV 1 (ir) 


= sin ama?, 


d- lo"Al(a7) 
dx- 


= — /c2 siti^ am x = — /c^ 


A 

Al-(a;-) 


et 

d-'AogkMx), dno%k\{x) log sin am, r ^ ‘ 

^^2 dx'i dx''- ' sinSama- 


d’ou, a cause de Tequation prec^dente, 

rfMn(TAUr )i _ r A 1- (x) 

duF- ~ sin'^amir A12(a-)i 


Void, eu dfciveloppaiit, les equations differentielles qni cn 
r^sullent : 


Al(a:) 

AI(3:-)i 


d '^ A U r ) 
dx'^ 

d'^ \\(x)) 
dx- 


\ 

[ 


dx \ 
^AU.r), 1 
dx I 


A1-(37)i = 0 , 
A 12 (37) =0. 


On aurail d’une maniere analogue, ou coinine consequence dcs 
relations algebriques, 


<7(2 A 1 (r).-. 


Al(a7)3 


dx^ 


[ 

[ 


^Al(.r)o r- 
dx J 
dk 1 ( .r ) 1 1 2 
dx \ 


AI2(3’j3 


-)-A-2A12(37)2 


= 0, 

= o. 


Ces relations importantes que M. Weierstrass tire iinmediateinent 
des equations de definition : 


d sin am.r 

1 = cos am .r A am 37 , 

dx 

d Cos am .37 

= — sm am 37 A am 37, 

dx 

3 ? A am 37 . 

= — A:2 sin am ,r cos am . 37 , 

dx 


etpar une metKode qui s^applique aux transcendantes abelienncs 
les plus gendrales, peuvent alors, par une nouvelle metbode, con- 
duire aux fonctions 0, ou servir a demontrer directemenl cju’elles 
rlZfimeeonF fr\n t-i /^r» c A A ^7 ia 1 ri ri lA l-kl/3c cilivnnt Ipt; miissances 


tlonnels. Toutefois, pour efTectuer Ics developpements, on suit 
Line voie dilTdronle el plus simple dont voici le principc. 


II. — liquations aax differentielles partielles. — Fonnules 
de ddveloppement. 


Une analyse un pen Lrop longue pour que nous puissions la 
rapporter lei a conduit M. Weierslrass ^ ces dqualions llneaires 
aux diderences partielles, savoir : 


i d'^A\(.T) , dA\(.r) d\\(x\) 

^ - d:~ ' —;/r 


dk 


dx'^ 


Ces relations importantes sonL dmincinment iiropres aux develop- 
pcinenLs en sdrics, et I’on en lire les fonnules suivantes. Soit, cn 
dcsignant le produit i . 2 . 3 . . . /i par 11 !, 


Alfj;) = I — A2 JJ -t- A3 jyy — 
Al(a?)i = a? — III ^ -I- Ba ^ — 

Al(^)a=i-C, ~-HCa~- 
2 1 4 • 

<y»2 <y»4 

Al(a;)3=i-Di'^ + Da^- 


.r 2 "' 


0^2 ffM - 1 

1 )« B, 


(a/n -+- 1) ! 


. . .-H ( — i C/n 


{%m) 




(') Lc terme en x"^ manque clans ce ddveloppcmcnt, comme on le volt a 


• 1 1 I 


DKI VRKS DK CHARLKS IlERMITK. 


on aura 

A., = 9 .A- 2 . 

A3 = 8 ( / c - -i- /c^ ), 

Ai = 3 a(/v 2 -f-/:») + 68 /LS 

A5 = 1 -28 ( A-2 -1- A-8 ) + 4 80 ( + A-G ) , 

Ag = .5i2(A'^-t- A’G) -t- SooSCA'* -1- A®) + 54 ooAg, 

A - — 2o48(A--i- A'2) -j- i74o8(A'*-i- A*®) -t- 49 568 (/c® -h A®), 

Ag = 8 igaf A*^) gSaSa ( A^ -+- A'^) -t- Sgi 620 (A® -f- A'®) 4- Go 3 376) A® 
A9 = 327G8(A24-/:>g) -H 4997r2(A^4- A‘^) -1- 2 853 888 (A® -4 /c' 2 ) 
-i- 5668 o 96 (A 8 H- Aio), 

Aio= i 3 i 072(A2 4-Ai®) -1- 253952 o( A‘ 4 - A'*®) 4 - 19097 6 oo(Ag 4- A'l''-) 

4- 38 i53728(A-8h- A12) 4- 42090784 A'®, 


B, =i-A 2 , 

Ba = i 4 - A^-i- 4 AS 
B3 = 1 4- Ac® 4- 9 ( A-2 4- /('> ), 

B4 = I 4 - A ®-4 ( 6 (A- 24 - A-g) - 6A-S 
B 5 = I 4- A‘ ® 4- 9.5 ( A’- 4- A® ) — 494 ( A^ 4- A-G ) , 

Bo = i4-A‘24-3G(A2 4 - A'o) — 578>(A4 -i- A®) — 12 184 A®, 

B7 = 1 4- A-i^4-49(A2 4- Ai2) — 5 :) i 73 (A’^ 4- A'® ) — 179605(4® 4- A'® ), 

Bg = 1 4- A ■“4-04(4-24- A‘®) — 5 o 2 892( A'*- 4- A* 2) — 2 279488 (A® 4- A‘® ) 

— 3 547 980 A®, 

69=1 4- A‘®-i- 81 (A® 4- AiG) — 4 5375oo( A^ 4- A*®) — 2 7198 588 (A® 4- A'®) 

— 59331498(4-® 4- A'®), 

Bio= I -4 A 2® 4 - 100 ( A"® 4 - A'® ) — f \ o 856 7 1 5 ( k ’* 4- Ac* “ ) 

— 3 1 380080 (Ac® 4- Ai:>i) — 909 01 5 270 ( Ac® 4- Ac'® ) — i 278 53 o 856 A‘®, 


Cl = I , 

Go = i 4- 2 Ac®, 

C3 = i 4"6 Ac® 4- 8 Ac'* , 

Cv = 14- 12 Ac® 4- 6 oAc^ 4- 32 Ac®, 

Cj = 1 4- 20 Ac® 4 - 348 Ac^ 4- 448 Ac® 4 - 128 Ac®, 

Co = 14 - 3oA®-4- 2872 Ac^ 4- 4600 A® 4- 2880 Ac® 4- 5 i2Ac‘®, 

C7 = 1 4- 42 A® 4- 19 3o8 Ac«* 4- 5i 8r6 A® 4- 45 024 Ac® 4- 16 896 A‘® 4- 2 o4 8 A'®, 
Gg =1-4-56 Ac® 4- 169 320 Ac* 4- 628 064 Ac® 4- 787 264 A® 4- 870 944 Ac®® 

-4- 93 1 84 A*® 4-8192 Ac’*, 


e 


D, =A■^ 

Do = 2 A -2 -h k'*, 

Da = 8 -h/c«, 

D 4 = '.h. k^ M- ()0 /i '* -+- 1 2 A'fi •+• /c«, 

Dg = i 28 /c 2 Hr- 4 'i 8 /:^-(- 348 /c 6 -i- 2 oA- 8 +/.io, 

D,i = 5 i-j.k'‘-{- 2880/. -t- 4 Goo /i® -+- 2.372 3 oZ-‘o h- 

D7 = 2 o 48 -+- iGSyG A'*-h 4^024 A-® H- Ji 8 iG A® -1- 19808 A‘“ -i~ 42. A* ^ -t- A‘^, 

Dg = 8 192 A^ H- 93 184 A^ -I- 370944 A®h- 787264 A® -I- G 280 G 4 A‘® 

-h iG 932 oA ‘2 - 4 - j 6 A‘^ -+- A'®. 

Dg = 32 7 G 8 A- + 4 o ' 520 A'*- -t- 2 72,5 888 A® -+- 9 1 00 288 A* 

-+- 12998928 A'l® H- 7594592 A' 2 -f- 1 5 i 53 G 8 A‘''- -+• 72 A'®- 1 - A‘®, 
Diu= i 3 i 072 A^ -H 2006752 A'" -t- 18450432 A® -(- 1002,42914 A® 

- 1-219361 824 A'®-(- 21 1064 4 ooA' 2 -t- 89348 080 A*'* 

-H 13 G 23480 A'® •+• ooA‘'®-h A^u, 


Mais Ics oqiialioii.s aux cliircreaccs parLicllcs iie scrvciil. pas seii- 
lemenL a facillLer le calcul doiiL nous venous tie rapporLcr Ics rrsiil- 
lal.s d’apres M. Welerslrass, elles donnciiL encore, par excinple, 
line deinonsLraLion facile des eqnalions suivanLcs, cpii se rap- 
porLenl a la Lransfo nnalion du prcinier ordre, savoir : 

A I ^Aa:-, — A1 {x, k), 

Al (^Aar.ij = AAKa-, A),, 

A I Al(.r, A)a, 

A 1 (^kx, Al(a', 4-2)2, 

Al(ia?, A') = Al(a', Ala, 

.I'*'' 

Al(ia 7 , A')i= le® Al(.r, A)i, 

AI(ta7, A')2 = c® Al(a;, A), 

,r'^ 

A\(ix,k')s= A 1(27, Ajg. 



Lients 


Alf.r)i Al(.r).2 Al(a?)3 


XI — T ’ XT 7 — A I / \ se Irouvent posseder la doable pe- 

A. \\0C j A J ( OG J A. I ^ CC J 

riodicite en verLu des relations suivantes, consequence immediate 
des equations (B), en se rappelant qu’on a 


C = CL KJ'-K'J=-, 

K 2 

savoir : 

Al(a;-t-2K) =-i-AI(a7) 

1 Al(a7 + 2 K)i = — Al(a:)i g— sJ + 

I Al(.r 2 K )2 = — Al(a7)2 e~-^ 

( Al(a7 + 2K).-) =-f- A.\{x)3 e— 2 .I(.v-hiC)^ 

et 

Al(a::'-t- 2 iK') = — Al( 2 r) e— - ‘'''i 

A 1 ( T -r- 2 1 K' ) 1 = — A I ( a:" ) 1 e~ - ' I , 

A -h 2«K').2 = -t- A1(^-)2 e ^ 

A 1 (a? + 2 i K ')3 = -t- Al(.r )3 e- 2 /.i'(.r-)-(K')_ 


Developpements des fonctions elliptiques en series simples 
de sinus et de cosinus. 

Voici un nouveau mode d’expression analytique qui se distingue 
essentiellement de celui que nous venous d’etudier, en ce c|ue la 
variable est assujettie a rester entre certaines lirnites determinces, 
de sorte que, ces lirnites changeant, la forme du developpement 
doit changer egaleinent, Toutefois, corame il suffit, pour embras- 
ser toutes les valeurs r^elles ou imaginaires de rargument, d’lm 
nombre limite de developpements et que, dans chac|iie intervallc 
d’ailleurs, le developpement convenable subsistequelles que soient 
les periodes ou le module, on pent prdsumer que I’dtude de ce mode 
d’expression ouvrira ^galement la voie pour parvenir aux pro- 
pridtes fondamentales des nouvelles transcendantes. C’est, en 
effet, ce qui a lieu, et I’on verra meme ainsi s’oHrir iiaturellement 
la reduction aux fonctions elliptiqueS de toute fonction doublc- 
ment periodique uniforme, c’est-a-dire la proposition de M. Liou- 
ville enonc^e page 129 et qu’on ddmontrera ci-apres. Mais, a un 

ailtrP. UOint dc VllP nar Ip cphI rlpc irlpnlilw^c pn 1 VP Ipc opvipc 


ji intei’ei s aiigmenie meine par le iien si iinprevu qui les raiLacue 
aux transcendantes de I’Analyse. Nous nous bornons ici a ceLte 
indication, ne pouvant entrer dans cette-partle fort ^tendue de la 
tli^orie des fonctions elliptiques et qui est liee dtroitement aux 
belles rccherches que la Science doit a M. Liouville sur les fonc- 
tions numeriques. 


I. — Premiere methode. 


C’est celle qu’indique naturellement I’^quation (' ) 
9, K X ' 


0 


A(i — "}.fj cosaa? -h (7^) (i — cosix ■+■ q’^ ) 

X (I — •2q‘> C0S2X -+• q^<^ ) 


En partant en efTet du dcveloppeuient connu 

I C 0 S { .7* 

log(t — 2 q cos 207 -h q'^) = q cos 20 ? -h q^ — 


cos6o7 

___ 


r 


cos8,r 


on aura 


1 / '2 K .T ' 

- Iog0 ( — IT- ) = const. — cos 2 x(q H- (/•' h- r/S -h. . .) 


cos 4 X 
2 

cos 0)07 


H- 7“ -1- 7'“ H- . . . ) 

(7^-1- 7'' -t- 7'^ -h . . . ) 


cos8o.' , 

— p- (7^-1- 7*^ -H 7^'* -I-. . .), 


oil bien 


- log© 


2 K X 
TC 


const. — 


7 cos 2. r 7 ^^ 003 4 O' 

I — 7" 2(1 — 7^) 

7* cosGa? 7'* cosS-o? 


3 (i- 7«) 4(1-7*) 

On en conclut les ddveloppements des fonctions de deuxi^me et 



de trolsleme espece, d’apres les relations 


d'(a) I e(x~a) 

0'(a?) 


Z(cc) = Ca; — ^ , 

' &(x) 

c’est-a-dirc les formules suivantes : 


0' 


.Ka\ 

/ 2Kx ■j.Ka \ _ \ T. ) 

\ tz ' - / 7r ^ 

qcos-xix-^a) q'^ cos f\ { x a) 

I — ' 2(1 — ^^) ■ ' 

^cosu(a'.- — a) q-cos^(x — a) 

i — q-^ T{i — q^) ■ ■ ■ 

.K. 

- . 

[ gr sin 9,<x sin‘>.a; g2 ^in (X sin g® sin 6 a sin 6 5? 

i'-g2 ' -2(1 — 7'') ' 3(1—78) 

et 

K 2/2Ka7'\_^K- /7sin23.- sin 4a; g^sinGir \ 

an \ n / n- \ l — g^ i — g^ i — g6 


En difTerenliant par rapport a la clerniere, on oLtient encore 


/c^K^ . aKx 
sin^am 

27:- t: 


an^ 


/q cosa.r 

\ > — 7- 


27II cos 4 X 
1 — g'^ 


3 g 8 cosGa; 



Mais c’est a sinaniic, cosama?, Aama; qu’il s’agit de parvenir, et 
le meme procddd s’appliquerait, s’il etait possible de les considercr 
comme les ddriv^es logarithmiques de fonctions decomposables en 
facteurs ainsi que 0(^). Or, on a, en elFet, 


/csin araa; = 


<5^1og(A araa? — k cos ama?) 

dx ’ 

dJloe( A araa? -1- ik sin ama?) 


A am 


i\ix 


■X K X 


— k cos am 
t: tt 

(i — X \J c] cos,r H- </)(i — X. cosa? -h ^®)(i — 2/7^ cos a? H- <7®)... 

x\/q cos a; ■+■ q) {i x \/q^ cosa? -+- (/=*) (i -h 2 cos a; -t- </s). .. 

2 Ka 7 ... 2K.a? 

A am 1- ik sin am 

TT TT 

(t — x\/ — i/sina^ — <7)(i — 2/ — q^ sin a? — <7^)(i — 2\/ — q^ sin a^ — 7^)* • • 
(1 + 2/ — <7 sin a? — q){i+x\/ — ^^sina; — q^){^-^-•l\/ — q^ sin a;’ — q^) . . . 

xKx . . 2 K a? 

cos am 1- i sin am 

t: h 

g2/x(j — (, — fj&e-lix^^ _ _ 

■“ (r — qe'^i^){i — q^ {i ~ q^ ) . . . ' 


de sorle qu’un calcul LouL semblablc a cclui qui a eLe fail proce- 
demraenl condiiil aiix formides suivanles : 


4 K . 2Ka7 
— sm am 

2TC TT 


v/7 sina? v/ 7 *sin 3 a^ 
r — <7 I — q'^ 


s/^ sin 5 .r 
_____ 


/iK xKx i/qcosx 

— cos am = — 

2Tt Tt < -H 7 , 


y/g'^cosSa/ 
I ■+■ q^ 


/7'>cos5a7 
1 -h 78 


K xKx 

— A a in 

27: t: 


4 


q cos2.r 
I •+• 7 '^ 


<7^ cos i X 

I H- q’* 


q'-^ cosiia; 
1 -i- 7“ 


Quanl aux expressions des quantiles 

A am a: — k cos am a^, 
A am a: -I- ik sin am ,r, 
cos am a? -1- i sin am a?, 


dont nous venous de nous servir, nous nous bornerons a elablir 
I’linc d’elles, la m6me- luelhode s’appliquant aux auLrcs, el e’csl la 
derni^rc quo nous choisirons, les prdcddenles se Irouvant dans les 
Fundamenla, car elles se lireiit de I’dqualion (5), page 86, en y 
changeant pour la premiere a; en ^ — a? el pour la sccondc q eii — q. 

A eel elTet, soil pour iin instant, comme page i4o, 




cos ama; -H i sin am a? 

prendra cetLe forme 

f TT.r 

y (— a: + /K') y (a? -+- 3 t'K') cp(— a; + 5 t'K'). ■ . 

(p(a7 -+- iK') tp( — a? -4- 3 iK'} cp(a7 -H 5 i K'). . . ’ 

d’ou Ton voil qu’on la ramenera deja a avoir 0(^7) pour denomi- 
natCLir en multipliant les deux termes par 

Ai^( — a; -H iK') (p(a7 4- 3 iK') cp( — a: 4- 5 i'K'). . . , 

A d^signant luie constante. Faisons done 

t Tt.i' 

1>(a:’) = A e 2 cp 2 (_ a, iK') tp2 (x 4- 3 j K') cp2(— a; + 5 i K' ) . . . , 

on aura evidemment 

4>(a74-2K) = — 

et, en second lieu, 

Or on satislaiL de la maniere la plus g<^nerale par des foncLions en- 
lieres aux deux conditions 

( 4>(a;4-2K) = — 

) 2 f 7T . 

( 'I'(a7 4- 4iK') = <I>(a;)<? r 

en prenant 

4'(a7) = CI-I(a7) C,Hi(,a;), 
de sorte qii’on pent poser 

/ TT ,V 

g-'^ Cf)(— 37 4- tK')y(a?4-3tK')o(— a- 4 - 5 tK')... 
cp ( a? 4- i K' ) cp ( — ar 4- 3 i K' ) (p ( 37 4- 5 1 K' ) . . . 

_ GH(a?) + CiHj(a7) 

0^1F) ~ ^ ama7 4- J B sin am a:, 

en designant par A et B des constantes, qu’on determinera par 
une hypothese particuli^re. Soil par exemple ^ o et ,27 = K, on 


Tlllioail!: OES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


2[g 

A cetLe occasion, je remarquerai que la manicre la plus gene- 
rale de satisfaire par des foncLions enlicrcs aux conditions 


■ 2 1 IT 

I -4- 4 j'K'; = e 


1 


qui comprennent les prdcedentes, esl de prendre avec quatre coii- 
stantes arbitraires 

•^{x) = A0(a7)-+-BII(22) + CQi{x) -+- DHi(a?). 

Cette expression qii’on voit a priori etre solution, par les rela- 
tions de la page i5i, cst elTcctivement la plus gdnerale; car, en 
supposant 

nil%x 

<I>(a7) = e , 

oil pill tot 

1)0 iDiTZ-y 

= y:a„i q '* e , 

la seconde de ces conditions conduira a poser 


cc qui ne laissc bicn subsister que ipiatrc constantcs arbitraires 
dans I’cxprcssion de 


H. — Des series precedentes ordounces siiivani les puissances de q. 


Ces developpeinents sc sont oll'erts d’ciix-m^mcs dans ce qui 
prcc^ide; ainsi, avant d’efl'ectuer la soininatlon des progressions 
gf^omiitriqucs, a-t-on obtenii par excmple : 


A-K . xKx 

sill am 

t: 


sinar ^q q ■+■ q"^ 

-i- sin 3a? (i ^0 

H- sin 5 a? (i -i- -H 7 ^® ) 


2" 


oil bieii, sous la forme d’uiie somme double, 

y 

( ■-). ijL -H 1 1 ( •}. /n + I ) = i\I , 


■it: 

Faisons done 


/:K . 9 .KX . , , , — 

sin am _ ■■ = > sin('ijji.-i- i) 


M representera tous les nombres impairs, et le coefficient d’lin 
tenne quelconcpie sj dans la serie, sera la somme de toutes les 
quantites sin(2p-|- i)^, od2p.-{- i est un diviseur de M. Et, conmie 
tout diviseur d’un nombre impair est liii-meme impair, on pourra 
ecrire plus simplement, en designant par jx un diviseur de M, 


k K . 2 Iv ar 

— sm am 

‘j.~ t: 




D’unc manicre louLe serablable on obtiendra 


/■K 


cos am 



cos jxa:. 


A I’egardde Aama?, si foil designe par N=2'^M un nombre entier 
quelconque, 2'' etant la puissance la plus elevee du facLcur 2 ipfil 
contienne, de sorte que IM soil impair, on aura 


1C lYix I 

— A am = - 

STt ■n: 4 




1) COS' 2 '^ 




ou [X represente comme precedemment tout diviseur du nombre 
impair M. II est impossible de ne pas etre fra[)pe du caractcrc 
aritlimetique de ccs expressions 



y(— i) 2 cos[xa-, 
flZ-i 

> i) - cos'x'^'+i [xa? ; 


elles offrent un exemple des fonctions numeriques f[ui out ele Ic 
sujei des belles recberches de M. Liouville, et la manicre simple. 


III. — Verlficalion des equations differenlielles fondamentales. 


Dcsignnns |);u ' m ct ni' Lous les nonibres iin[)iiirs |)OsiLifs et ne- 
gatifs, par la IcLLre a Lous les noniLres entiers pairs el impairs; en 

posanl . 

sj qm 

“■ 1 — ’ 

^ qiii' Qtn’ix 


V = y ^ 

^ I -r 


qni 
qu. Q’inix 

H- q'^" ’ 


on aura 


ikW . 2 K.r 

sin am = U, 

r t: 

/• K •>. K .r , , 

— cos am = V, 

- Tt 

K 0 . K .T 

'1 A am — =W. 

■k V 


Cela pose, aux (‘([uatioiis 

el sin ainr 
d.v 

d cos am r 
dx 

d A am x 
dx 

corrcs[)on(lenL ccllcs-ci 
jlYW, 


cos am a’ Aam.r, 
sin am.r A ani.r, 

/.•2 sin nm.r cos am.’)", 


cm 

dx 


dx 


= atWU, 


dW 

dx 


at UV, 


(pie nous nous proposons clc v(;rilier. 
Considth'ons |)Our cola les produlls 


VW 


wu 


=2<f 

’2 


q i g(./iM-2/l)/.r 


2 g{m-hin)ix 


(, )«)((. S- ^ 2 ")' 



Ct U1J3CX > UUS 


U Ull a lUCllULjj^UCXliCllL 


_ q 


(i ■+■ q"^') (i -H g-'‘) I — qiit'-h-2n \^i -i- q/n' , _}_ g^n 
m + 2 n m + 2n 

q- q - 


i 2 fl 


(l — + i-^g/n-+2n \^i — gm , _j_ 

m + m' m + m' 

I 


_ q 


q' 


(l — (l -4- gr'«') x-j^ gm-^ni' j — gm ^ ^ gm' 

En posant 

m -t- 2 n = M , 
m' -(- 2 n = M', 
m -+- m' = 2 N, 


de sorte que M et M' soient des nombrcs impairs, cL N un entier 
quelconque, on pourra ^crire : 


vw = 2 ^ 


\/ q **' / I 


, M' — m' 


wu = 
uv 


_ 'V' v/ 5'“'* 


I -H q' 

( 


- q^'- 
/M-w 


— gm 1 OT 

,M / , g2TA—m 

q 


_ q^^ e2N<\r / j 

~ 2d I -t- J _ , 


I + 


p • X . ^ ^ dN 

Les expressions etant comparees respecLivement a -y-j 


dW 


dx dx 

on reconnait qu’il suffit pour d^monlrer les relalions diffe- 
rentielles d’etablir qu’on a, en supprimant les accents : 

/ I /-,M— «/ \ 

M 

M 

N 


-h q»^ 

I -H ^*'-"7 

I 

gil-m 

I — q'"- 

1 -1- 

l 

g2^->U \ 

I — q'"- 

1 -+- q'i^-m ) ' 


Le precede a suivre pour cela dtant le ineme clans les trois equa- 


1 


-+- q'x- l-t-o'*-"'/ 


qu’eii supposaiit M posilif, nous ^crirons 


V / q'n—a\ qm \ 

.Zti \ I -H M I ^ /«y ’ 


d’apres les identites 


I o'« 

=i i 

1 -+- q»'- I H- 


1 -I- 1 -f- ^ 


]es secondes, en mettant — m a la place de ;n, a celle-ci : 


^ (i -H q-'o- I 


2 ( q'x qa\-+-m 

Vl H- q"'^ ~ fTf- q^\+in 


de sorte qu’il reste la quanthe suivanle : 

I -1- qm-a ~ 2a I -I- * 

Mais, partir de ?72 = 2 Mh-i, tons les termes de la premiere 
somme sont donnds par la seconde en signcs contraires et dispa- 
raissenl. Ainsi il ne subsiste plus qu’une s^rie finie 


que nous ddcomposerons comme il suit, en isolant Ic Lcrmc 
moyen, savoir : 


w = M — 2 m=:2M — 1 

qin-U , » . V' y"’-M 

2a I H- qm-'ii 2 2a I -+- q"^~ 

m — 1 m := M H- 2 


Or, en remplagant — ^ 


apr — premiere somme 


savoir : 


I q- 




I -t- q* 




donneronL aiitant de fois I’unite qu’il y a de termes, c’est-a-dire 
joignant a cela la fraction ^ qui correspond an lerme du 
milieu, il vient en definitive 

M — f _ M 
2 . ‘>. % ’ 


ce qui est bien le resuUal auqiiel il fallait parvenir. Enfin, si I’on 
suppose M negatif, on observera que 1’ expression qiie nous avons 
consideree change de signe avec M, de sorLe que 

/ I \ ^ ^ / , ^_M— ;;; \ 

\ t 7"' I -1- ^5'— "»y \ I _j_ ^//( 1 q-’SX-mj 

En eOfet, si I’on met dans le premier membre m -h M an lieu de /??, 
on obtiendra identiquement le terme general de la serie du second 
membre. 

Apres avoir ainsi inontre par un cxemple important de quelle 
maniere les nouveaux developpements peuvent, comme eeux qui 
ont servi de base a la theorie, conduire aux proprietds fondamcn- 
lales des fonctions elliptiques, nous allons presenter a un point 
de vue plus general la comparaison entre les deux modes d’expres- 
sions, en donnantsous forme de sdrie ju^riodique simple Line fonc- 
tion uniformc quelconque a double periode. 


IV. — Developpement en serie de sinus et de cosinus 
d’une fonction doublement periodiqiie. 


Nommons F(x;) la fonction proposde, a el b ses pdriodcs; void 
en premier lieu comment nous definirons les limites de la variable, 
entre lesquelles sera success! vement representde cette fonction, 
par un developpcment en serie de sinus et de cosinus qui mettra 
en Evidence, par exemple, la periode a.. Observons, a cet elfet, 


nairc, et que, s’il s’agit d'obtenir Louies les valeurs que pent 
prendre F(:;), il suffira, eu egard a la double p(^riodiciL6, d’altri- 
buer a L ct u Louies les valeurs reelles comprises enlre zero el 
IVinile. Nous appliqucrons cette rcmarque aiix racines de I’cqua- 

lion = o dont dependent les limiiatlons quo nous avons en 

vuc, cten suivant I’ordre croissant dcpuis zdro a I’unitd des valeurs 
de nous les deslgnerons par • • -5 Co dc sorte que C/ cor- 

respondc ku — m. Cela pose, soit Uj une quaiiLiLc comprise enLre iii 
et ('), les limiles exclues, I’expression 

-h iut) 

ne pourra devenir infinie pour aucunc valeur reclle dc cL donncra 
lieu par suite au ddvcloppement 

-t- 6u,-) =2 

convergent quelle quo soit cette variable. Par consequent, si les 
quantilds C/ soul cn nombre 6gal a p., I’enscmblo dcs p. series sui- 
vantes ; 

reprcscntcra F(^) pour 

z = at-^ bu, 

t dtant quclconque, u. moindre que runilc, inais Loulcfois cii 
excluant les quanliuis 

at -H ba \ , 
at -+- bill, 

) 

at -+■ 


{'■) La quantil6 u, pourra Otre suppos6c comprise non seulcmenl entre w, et 
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Et si i’on reprodult periodiquement les memcs series, en faisanL 
croiLre Ji dcpiiis I’uiiiLe juseju’a. I’infini, eL decroi'Lre depiiis zero 
jusqu’a I’iiidni negalif, on aura embrasse toute I’^lendiie des 
valeurs iniaginaires de rarguinenl el obtenu, saiif les restrictions 
iiidiqudes, line representation complete de la fonction. Cela bien 
compris, nous allons donner la determination des quaiititds A,,;. 

Pour cela nous emploierons la proposition fondamentale du 
calcul des residus, exprimde par I’dquation 



ou le premier membre reprdseiiLe I’integrale d’une fonction uni- 
forme f(s), prise le long d’un contour fermd quelconque, ct A la 
somme des residus de f(3) pour toutes les valeurs de la variable, 
qui correspondent a des points renfermes dans ce contour. Cette 
proposition de M. Cauchy, appliqude au cas ou le contour est iin 
paralldlogramme ayant pour affixes de ses sommets les quantites 

p + a, 
p -H a 

P + 


et pour equations de ses c6tds ces relations ou la variable croit de 
zero a I’unitd, savoir : 

z=p^ ap 


donnera 

a I i(p -h at) dt-\- b 


^ — P Cl — 1— 

^ P ^ Ct ( I — t ) , 


j r(/j-+-rt 

^ n 


bt ) dt 


— ^ Z' f[/^ ^ "t- «(i — t)\dt — b r f[/9-t-6(i — t)] dt = 9.irv\, 

Jo 


OU plus simplement 
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D’alUeurs, et d’apres la signification pr^cedemment indiqu 6 e, 
A represenlera la somme des r^sldiis de f(s) pour Louies les ra- 
cines 'C, do Tequation = o, dont les valeui’s peuvent etrc 
representees par la formule 

X, — p at bii^ 

en SLipposant t et u corapris entre zdro el I’unitd. Cela posd, 
1 ’ equation 

F(rt<-t- 6i),) 

donnant 

A'/f = ¥{al-Jr dt. 


nous appliquerons la relation (i) en faisant 


P = 


5 — U , 


f(^) = F(z)e 


Comme on a dvidemment 


ffx: + rt) = f(z), 
f(5 -1- 6) = f(^) 


en posant, ainsi que jilus haul, 


11 = e 


le premier membre dc lY'qualion (1) se r^duira a 

rtA(,V(i-r2^«)- 

Quant au second, c’csl-a-dire A la somme des rdsidus dc la 
function 


pour 1^2: • • M ^(j.5 nous supposerons pour simplifier que ces 



Un en conciut le acveioppcment ciierciie ae la lonciion (^sjpour 
z = at b\)^ sous cetLc forme 


const. 


2 fir 
a 



R 


f — 'L — ^ R y f — 1 

'Jmd I— ir-"‘ ^ I — II 


Ol'i nous ajoutons une conslanle arbitraire, cn supprlmant dans 
chaque somme le terme qui correspond a /?t = o. Ponr cc cas 
effectivement {’equation 

a A ( f — ) = 2 f Tc A 


ne pent, comme on le voit, determiner A^' \ et clonne sculcmcnt 
A = Oj c’est-a-dire 

Ri -i— Rj -+- . . . H- Rjj, = o. 


Mais, avant d’aller plus loin, faisons de suite une application dc 
la formule generale que nous venons d’obtcnir cn supposant 
F(z) = sin am 5, Soit alors 

a = 4 R 1 

6= 2iK', 


on aura 


et, par suite, 

iir 

sin am z = -r-^ 
2 k k 


^i = »K', 

^2 = fK'4-2K, 

Ri + Urns sin am(iK'-i-£) = j , 
q = e ’^2K_ 



-t- const. 


y /’S ^ 9 -'" 


I — ( — i)'“] -h const. 


On voit qu’on pent ne conserver que les valeurs iinpaircs de ;??, 
de sorte qii’en supposant nulle la constante, on trouvera iminedia- 
tement 


iVcK . 2K.Z 

sm am 

ir ir 


QtlllTZ 


, vV 


l — q' 


c’est-a-dire pour le second membre la sdrie designee par U, 


raison dcs deux developpemenls qiii correspondent a z = al-\- 
el z = at bun- Les residus, dans le premier cas, se rapportcnt 
aiix valours or en passant a I’intervalle snivant, 

defini par la relation z = at-\- on sera conduit a la s^rie 
(C;,, Cp., Cl + b^ et comme les residus de F(-z) relatifs a Ci, 
Cl + ^ seront les memos, les deux dcveloppements seront, avec 
I’expression des termes constants, 




at 6 u I ) dt — 




l TT y 

2 W — (3 - 

o.fK _ e " 

H Ra > ; 


F(.-)=y + + 





Ce sont done les termes constants rpie nous avons a comparer. 
Nous nous servirons pour cela de I’equation deja employee, cn y 
remplagant la periodc b [lar line quanlite arbitraire [i, savoir : 

a f ^ {p at) dt ^ f F {p -\- a ^ t) dl 
^0 «/o 

— a r F (p -h -h at) dt — ^ j F(/> -f- = sixA. 

•'0 «^o 


Si nous supposons p = buf et p ^ = bu^, A se reduira au soul 
rdsidu de F(5) qui correspond a = Ctj et I’on aura immiidiatc- 
ment, en divisant par a, la relation 



at ■+- t>\}i) dt 



at b\}<i) dt — 


9. 177 

a 


R,. 


Nous pouvons done ramener les deux ddveloppements it ne contc- 
nir absolument quo les mdmes dldments analytiques, de sorte que, 
le premier dtant 


Ch-. 


«‘2 


■C.) 


11 

a 


Ci) 


It „ V' ® " 

I — rt-iw 


a 


I — i] 



a 


I — ir 


R, 


2 :^ 


, 2 m — 




t—im 


De la se lire ane consequence importante et qui justifiera ce que 
nous avons annonce plus haul, siirle rule de la fonclion de seconde 
espece, 

Reinarquons, en eflfet, que les diverses series alTeclces des fac- 
teurs R,, Ro, ... proviennent de ce seul developpement 


27 


cn y remplaqanl par s — . . ., el ^ — b dans Ic 

second cas. Or, en mettant ^ an lieu de ce developpement 


prend la forme 


2^-i 


„ iTt 3 

2 W 

q -/« Q a 


qui nous rappelle Iminedialcment une expression analylique bieii 
connue. Soil, en clTet, 

^ a = 2K, b — 2iK', 

d’ou 

‘1 = !7, 

on aura 


__ V’ 


tTT g~'i‘ e <7‘ 

K ^ l — ~ X 2d,n 1 — 


e(^) Jmd K 1 — 5-2M Iv 

1 

Nous pourrons, par consequent, ecrire, pour;: + Z>u,, 


F(z-.-K')==G + R. 


0 (^-C 2 ) 


et, pour z — at-^-h Uo, 

F(^-tK') = C + Ri — ^1 — 

L 0(3 — 




^1 — 'itlv') K 


Lj est en cc moment qne so manireste toule 1 imporlanco dc la pro- 
priele caracterisliqiic de la fonetioii de seconde espece relalive- 
ment a la double periodieite. Edcctivement, les relations 

I Z ( a;- -t- ■>. K ') — Z{x) 

I Z ( a? -I- a i K') = Z ( .7- ) -f- a i J ' 

equivalent a celles-ci ; 

0'(^ --I- ‘-i ) _ 0'( x) 

0 ( .r -h- a K ) Q{x)’ 

j &'(.T — a t K' ) _ ©'la? ) t'-rr 
f d(x — ai'K'j 6(x) Iv’ 


d’oLi Foil voit qne Ton pent ramener a nne seulc les deux formnlcs 

de developpement, par I’introdaclion de la iranscendantc, puisquc 

. . . 6' (z — —o.iK' ) in I . . e'f3 — t:,) 

la quantite ^ — -ip- se rdduit a — ^ • 

^ 0 (z — — aiK') K 0 s — !;,) 


De la r^sulte une relation analytique gendrale subsistant dans 
toute I’etendue des valenrs de rargnmcnt, et dont la forme defi- 
iiitive, cn passant de F(:; — fK.') a F(c), s’ol)liendra comme il 
suit ; 

Rappelons d’abord quo Ton a 


0 ( a; •+■ i K' ) = t II ( 37 j e k 


d’ou, en prenant les derivees logarillimiques des deux raembres, 

07. /K') _ II ' (.r) _ n: 

0(3'.‘ -I- t K'^ 1I(*’) ‘-i 

11 s’ensuit qu’en mettant f Iv' a la place de on obtiendra 


F(z) = C+Ri 


117^-^,) 

117 


. . . ”0 ^^[7' 


M7z- CiD _ ^ 
W(z — 


(Ri-l- U2-1-...+ R[d, 


el plus simplement, piiisc[nc la somme des rdsidus est nulle, 


F(3) = Cn- Ri 


H7z-^,) 


h-Rj 


H'Cz 


-I- . . . -H R 




1*' \\i , r 


£«F(^-He)=A-+-B£ 4 -,..-i- Qe '‘-2 -1- 


• • ? 


le seal terme K clevrait eLrc remplacc dans la formule par 

I’ensemble 


R ^ dn-^- [ W(z-l) -] 

H(z — C) dz\_\\{z — ^)J ■■■ 1.2... ft — 2 dz 1 _I 1 {^ — OJ 

(-i)'i-iA fH'Cz - 
1.2.. .ft-l dz [h {5 - C)J‘ 


V. — Proposition de M. Lioiiville. 


Nous fonderons la demonstration sur la formide prccedente. 


y supposant 


F(-) 




cn 


etant une fonction doublement periodique uniforme clont les 
periodes seront, corame plus haul, 2 K el 2fK'. Alois les raciiies 
comprendront les solutions des equations 


= o, 

1 


<^{z) 


= o. 


Nous designerons les premieres par ^ et les secondcs par 
admetlant toujoiirs qu’elles soient representdes par la formule 


75 4 - 2 K i -4- 2 1 K' ii, 


t et Li restant compris entre zero et I’unit^. A I’dgard des residus 

® qu’ils sont egaux a + i ou a — i suivant qu’ils 

se rapportent aux quantites ^ ou et, comme leur somine cst 
nulle, on est amene a la consequence remarquablc quc ces quan- 
tites ^ et sont precisement en m 6 me nombre. 



Liela pose, et en designant ce nombre par n, on aura 


4»^Z) U(Z- C,) ll{Z ~tnj 

_ _ _ H' (£_- 

h(^-C2) ■■■ 

d’ou Toil Lire, en designant par A une censtante arbitraire, 


a>(^) = A 




expression qui doit avoir les quantiles aK el 2 ^K.' pour p^udoidcs. 
Or, en faisant usage des relations 


H(a7-f-2K) = — I-I(a?), 

II(a; -h2iK') = - 

et representant la somme des racincs ^ par S(^, la somme dies ra-* 
cines "Q par on trouvera 


‘I> ( 5 ■+• a K ) = ‘I> ( 5 ) 

tl>(5 -H 2iK ) = fl>(s) e K 


'15 '■' T' 

K 


de sorle qu’il faut poser 


g2 KC I ^ 


2,-K’C4.i5s;-i5sr' 
c = I , 


et ces conditions donnent, en ddsignant par a cL ^ dos iiombrcs 
cntiers arbitraires, 

c = -‘i=p, 

et, en second lieu, 

SC — S!;'=aaK-4-a^tK'. 

On observera coinbien csL digne de rcmarque ccLle relation dont 
la d<5couverLc apparlient M. Liouville, cntrc les racines des dqua- 
tions 


cl>(2) = 0, 


I 


I p -h iK' t ) 


dt 




’ fl>' ( /> - 1 - 9 , K /" ) 


^ PtK'j. 


4> {p -h -i i K' I ) fb ( p -f- -2 Iv i ; 9 K K' 

Voici maiaLeiiaiiL les consequences qui en resultent,. AyanL 




on en lire 


H(^ + sc) = (— K 

ce qu’un peul ecrlrc 

Remplacant done le facteur exponenliel 


fi3 

ef:-' = e ‘ , 


qui figure dans I’expression de ‘I‘( s), par ce rapport de fonclions tl, 
el posant 

( — + A = rt, 

11 vieudra 


<l> ( 3 j = ii 




Or on reconnail au nuinerateur ct au denominaleur de Ics 

expressions que nous avons deja employees en demontranL le thdo- 
reine d’Abel sur raddition des arguments. Si le nombre n est im- 
pair par exemple, 1’ expression 

11(3 — ^,)H(3 — g,)... :i:C) 

0"+»(3) 

esl celle qui a ele consideree page 184, et qui s’exprime ainsi 
o(3) = F(2r2)-Hg^F.(2r2), 

F(a?) et F,(a:) designant des polynomes de degr^s ^ et ’ 
et X pouvant etre pris egal a sin am 5, cos ain.s, on A am:;. Dans 
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par el I’on a alors, cn d^signant par F(x) et f(a?) deux, po- 

Ijnonies enliers en x respecLlvemeiiL dcs degres ^ ct — ^ 


t)"+*(3 j 

, (^sin am - „ , . , , 

= sm amz r (sni^ am^) h i (sm- am z). 


On voit done que ‘I*(5) est donne par le quolieiiL de deux expres- 
sions de eetle naLure, et e’est preeis^menl dans la rediielion dc la 
fonelion douhlemenL perlodique a sin ams eL a sa deriv(^e quo con- 
siste la proposition que nous avons en vue d’etablir. 

La demonstration que nous venous de donner, rej)osant en en- 
tier sur I’expression generale d’line fonelion doublemcnt ])erlu- 
dique F(^), que nous avons precedemment obtenuc, savoir : 


F(x)^ C-hRi 


H (^ — Cl) 


-hR-i 


11 {.v-to 


nous indiquerons eneorc un mojen d’y parvenir iminedlatcment,. 
en partant de l iquation 


; f i {p at) dt b f i{p a bt) dl 
<d(j t-Ai 

— a j i{p b at) dt — b i {{ p -1- bt ) dt = \>. ir.1. 


Soient, com me |)lus baut, 

a = 2 K, /^ = 'ic'K', 


ct prenons 




11 (a- — 


Far laddfinilion seule de la fonction on a 



A. 



-f- K. ^ ) dt “ 


Or les divers residus qui enlrent dans A se rapporlent d’une part 
a et de I’autre a Ics premiers, s’ils cor- 

respondent, comme nous I’avons supposd, a des I'acines simples, 
donnent pour somme 


Ri 




-hRs 


11 (a^-Ca) 


-H. . .-I- R 


Il'(a^-Cpt) 


et le residii relatif a ^ = :r, racinc simple de H(x — z) = o, sera 
evidemment — L’expression de A qui suit de la donne im- 
mediatement la relation 


F(a?) 


=/■ 


F (p o.Kt) dt 
^ II (a?-C2) ’ 


R. 


II 

rr(ar — C;;.) 




n (a? — C[J.) 


J’ajouterai encore une remarque sur cette formulc que j’ecri- 
rai, pour abreger, comme il suit : 


F(a;-)=:G-h2 


p ll'(a^-0 
11 {x — Z ) 


En employant le tlieor^me relatif a I’addilion des arguments dans 
la fonctionde seconde espece ('), on trouvera aisement la relation 


= ipq _ _ colang am ^ A ama: 

II (:? — !;) 11(^37) 

sin am x 

sill am Z, sin am (a; — C ) ’ 


(') C’esL la quantile 


n’(^) 


Q'(^) 

0 (a:) 


qui cntre clans Z{x), mais on peuL lui 


) ^ Taide de la relation sin am x = 


H(a;) 


H(^)' //7 e(^) 

d^riv^es logarithmiques des deux membres, 


) qui donne, en 


substitiicr 
prenant les 


u. uu icsLiiLc cli auujjLiLuaiii uaixd i CA|jr(:;s»!5iuu uu UL ciyauL 

cgard a la condition 

SR = o, 

cette nouvelle formule 


on bicn 


F(*) = C-2r 


1^(0 Rsinamar 

sin am^ sin am (a? — ’ 


F(^) 


const. 


R sin am x 


sin am ^ sin a m ( ^ ) 


C’est done encore la redaction de la fonction a doable pdriodc a 
sinam.2? ct a sa ddrivc^e; mais la mdthode plus rapidc qui nous y 
conduit nc donne pas, coinme la prdc^dente, la relation impor- 
tante, et qae nous avons dii tenir a ne pas omettre, savoir : 


SC — SC= 2(aK-h PiK'). 


Cette nouvelle formule resulle d’ailleurs iminddiatcmcnl dc la 
scale condition 


S R = o, 


coinme nous allons encore le falrc voir. 
Considerez cn cfTet la fonction 


f(-) 


F(3) 


sm am .3 sm ain(,T — 3 ) 


dont Ics pdriodes seront 2 K. et Q,i¥J. La somme dc scs residii.s 
comprendra d’une part ceux qui sc rapportent aux raclnes dc I’e- 
q nation 

F(¥) 

e’est-a-dire 


2 


R 

sin amC sin am(,r — 


et puls Ics rdsldus rclatifs aux deux dquations 

sin am 3 = 0 , 


sin amt 37 — 3 ") = o. 
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racines quc :; = o, z — x^ aaxqiielles correspondront les residiis 

F ( o) __ F(a-) ^ 

sin am a:" siiiaiiiai’’ 

on a, par consequent, 

R F(o) F(x) 

> rr-^ — -(- ^ ^ ^ = o, 

SI II ail) C hill am (ar — suiama; siii aiiia:? 

d’ou 

(7/ \ p/ N V Rsinam.r 

F(a")=F(o) + > 

sill am ^ sin am (.r — t,) 

D’une inaniere loute scrablable on Irouvera relativement u une 
fonction i{x)^ satisfaisant aux conditions 

^(a?-i-2K) = — 

^(x -h'xiK') = ^{x), 

I’expression tres simple 

^ (x) = 'V — —7 Tv ’ 

Md SHI am (.r — C) 

oil figurent seuleinent Ics racines ^ cjui sont renfermees dans Fiii- 
lervalle 2K. et 2iK.', cl exprimees par la formiile 

^ = /) -I- 2 K / - 4 - 2 i K' u , 

I ct u dlant moiudres que I’unile. 

Nous nous arrelerons a ce point dans cette Note, pensant ainsi 
avoir a pen pres completement esquisse I’ensemblc des notions 
elementaires de la theorie des fonc lions ellipliques c|ui prdeede 
I’etude de la transformation. 
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Journal de C retie, l. GO, i 8 (r 2 , ]). 3o4. 


«... Soil line I'orme biquaclralique et son covarianL du qua- 
trieme degrd, i\ savoir : 

f — ax'* -+- -1 hx^y -+- Gcx-y^ -1- ,4 d'xy^ -1- a.’y'*, 

^ ~ ((fc — d-) x'* ‘2. (ad' — bc)x^y ■+■ (aa'-t- Khb' — 'ic^)x'’-y- 

-H 'Kia' b — b' c)xy^-+- (a! c — b"‘')y'*. 

En posant, suivaiU I’lisage, 

[ = acC — 4 hb' -H 3 c^, 

.1 = rtca'H- 7.bch' — ab'- — a' Id — c'’, 

je considere ces deux co variants, qiii sonL encore dii qiiaLrieine 
degrd, 

el qiii condiiisenL a la relation rcinar(|ual)le qiic voici : 

)) Nonimons F el G ce que deviennent f at g quand ony rem- 
place X el y par — 4 ^ 

[G — ,)F = ^2(I^- + 3.I/). 

» lien rdsuUc, d’apres le principe algebriqiie cle Jacobi pour la 
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transformation des fonctions elliptiqiics, c{u’en siipposant y 
et X seule variable, et faisant, pour abreger, 


on aura 


^{x) = \g~ if, 
A'(a7) = -4- 3J/, 

dz , , dx 
~== = M -7==> 
v / a ( 7 ) V^'ix) 


z etant lie a x par cette relation du troisieme degre 
bx^ -+- 3 cx- -1- 3 b'x -1- a’ 

■_ . - . ■ — . „ — -.1 — - — y 

ax^ -+• 3 bx- -h 3 ca; -+- b' 


ct M dcisignant unc constante. 

» C’est done la transformation du lroisi^;mc ordre qui s’o 
cominc consequence de la tbeorie algdbrique des formes biqiiac 
liques. 


» Paris, mai 1861. » 
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LES THEOREMES DE M. KRONECKER 

REL/VTIFS AUX FORMES QUADRATIQUES. 


Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. LV, iSGa (II), p. ii~85 
et Journal de Lioiwille, t. IX (•>/ serie), iSG.'j, p. i4'j. 


La theorle des foncllons clliptiques presenle deux points prln- 
cipaiix ou elle vient se lier a FAritlimeticpie et spccialement a la 
theorie des formes cpiadraliques h deux iiid^termlnces de determi- 
nant ndgatif. L’un s’ofTre lorsqu’on d(5veloppe en series simples de 
sinus et de cosiniis des quotients de fonctions 0, ct ne suppose 
que les considdrations Ics plus 61<5mcntalrcs dc la tlvdorie; I’autre 
tient a I’iitude beaucoup plus profonde et difficile de ccs Equations 
algebriques coefficients entiers dont dependent les modules qui 
donnent lieu a la multiplication complexe. Si differents et (^loignes 
que soient ces deux points de vue, ils prdsentent neanmoins un 
ensemble de resultats coinmuns : nous voulons parler des deter- 
minations nouvelles dii nombre des classes de mGme d(iterminant, 
ddcouvertes par M. Kronecker, et qui, a Lien juste litre, out at- 
tire I’attention des gdometres. Dans une Lettre communiqude par 
M. Liouville I’Acadernie I’annde derniere, j’ai rapidement indi- 
que de quelle maniere ces rdsultats pouvaient s’dtablir par la con- 
sideration ^Idmentaire du ddveloppement en sdrie de sinus et de 
cosinus. G’est sur cette m^thode que je me propose de revenir 

r • ^ ^ lx.-. __ n 1- 


elements arlthmeliques qu'elle met en jeii el qui lui semineiu 
propres. Elle repose essentiellement sur I’emploi des expressions 
en senes de deux syslemes difTerents de fonctions qii il est n6ces~ 
saire de donner avant d’en exposer le prlncipe. 


Le premier de ces systemcs esl, a quelques exceptions pres, 
I'ensemble des fonctions doulilement periodiqiies considerees par 
Jacobi dans le § 39 des Fiuxdameata. En dcrivant, pour abreger, 


0, 01, H, Hi 


ail lieu de 


n, 


CL 


an lieu de 
de sorte qu’on ait 


0, 0,, r; 

6(o), 0i(o), lli(o), 


0 = 


V 


% k' Iv 


= i — '>q' — -+- 2 — 2 7 '* + • 


0, = = 1 - 1 - 274 - iq'* -t- 27 '’ 4- 27 '® -h 27 ^® 

= 2 v ^7 -+- 2 v/ 7 ® -H 2 v/ 7 -® -f- 2 \j q'*'^ -I- ... 1 
je Ics presenteral groupdes de la manlere sulvante ; 


^ II 4 \Jq sin.'K 4 / 7 '* sin 3 a: 4 / 7 ® sinS.r 
^ ‘ "0 ~ 1 — 7 1 — 7® 1—7 ’ 


0 


1 47 sin a? 47® sin 3 a:- 4 7» sin 5 .‘g 


“■ H sin ,27 ^ i — 7 ' I — 7® 


1 — 7' 




ft Hi 4/7 cos a; 4v^7®cos3a7 !\ \l q^ sr 

VI ^ ^ — ::: ^ TZZTa 


3. 


* • J 


7. 

8 . 

9 . 
10. 
11. 
12 . 

19. 

1i. 

13. 

10 . 

17. 

18. 


r,0 

r,0 


11 

ill 

0 

n; 


silia' 1 -r- </ IH- I -h 

■1/7 COST ^ 4 / 7 ® cos 3 . 7 * L 4 ^7 ^ cos ■) 7 .- 

_1_ 1 _j_. 

I -+- 7 I -h fy‘ I -H 7'’ 

I 4 7^08 7 ? 47* cos 3 7’ 4 7^ cos 5 . r 

_ _l_ 


i-hr/ 


I -r 7 ^ 


I -+- 7-' 


0i 

e 

0 

II 

^TT 

_ii^ 

III 


4 7 cos 7..r 4 7’ cos 47‘ 4 7'‘ cosfi.r 

l -0 1 — + : — ■ 

1 -+- 7- I -+- 7*" 1-1-7^ 

470032,7:: 47-COS4.2? 47® cosfi.r 

14-7- 14- 7^ 


1 4- 7' 


-rr = COtr 


47®sln2r 47'^ S'” 4’''" 47'’sinfi.77 




I 4 - 7 ‘ 


47-siti7..r 4 7' •‘'i'* I 4 r/'’ sin fi. 7 ‘ 

lanp;r 4 ; : h 

(4-7- 1 4- 7'' 14-7'' 


02 


02 


e.ii i 

0II 

eii 

e,Hi 

- ilii 

'* 0iii 

‘ 011; 


= COL 7 ‘ 


4 7sin2.r /i f/- n 4 . 7 - 47®sin(),r 


4 - 7 


14-7- 


I -t- 7'- 


4 7.sin2.r 47^sinj.r 4o/2Hinfi.r 

Langr — — h— ^ h 

° ‘-+-7 (-472 14 - 7 '* 


= cola- 4- 


4 7 s i n 2 .r 4 7' si 11 4 4 7 ® si n 6 .r 


14- 7 2 


= lanji'-r 4- 


4 7sin2,r 47 ^sin 4 ./' 47'’sin().r 


1-7 


4- 7^ 


IIII, 

001 

fllli 


8 7 .« i n 2 .r 8 7* si n fi .7; 8 7 ^ si 11 r o,r 


■h.. 


1—72 [ — 7“ 1 — 7IU 

( 872 sin 2 .r 87®sinfia7 87 "’sinio,r 

1 ^ 2 ^ I ^ u i j __ 7 ^ 


siuajcosa;' 


Je joindrai en oulrc a ces forimilcs cellos c[ul conccrncuL la lone 
lion seconde cspecc, savoir : 


19. 

“5? 

47sin2.r 47'^sin4a^ 47®sinfia? 

“ .j ■+■ . 

I — 72 1 — 7' 1 — 7'' 

20. 


™ , 47'“siix7.7; ^ 47^sin4,^? , 47" sin fi.77 

— coLr 4 „ 4~ , 4“ „ 4~ . . 

r — 72 1 — (j* t — 7® 

21. 


47siii2a7 47®sin4a? 47®sinfi.r 

“ .,0" i. "0 n ’ 

1 72 I 7^ 1 7® 

22. 


472 sin 2.77 4 7* sin 4 a? 47®sinfi.r , 

= langa? 4 ; h r 1- h 

“ 1 — \ — 7' I — 7® 


ticnts donL Ic denominatcur est Tune des fonctions 0, Ic numera- 
teur le produit de deux autres et qui, par suite, ne represeiitent 
plus de fonctions doublement pdriodiqucs. En supposant difTerents 
Tun de I’autre les facteurs du numerateur et posant, pour abreger, 

_1 _9 (2 » — !)=' 

^n — Q ^ . .-j- q ^ , 

= I H- 2q-^ -h ■>.q-'* — . . .-4- 
= I — -f- — . . .-t- 2( — 


on a ce premier groupe de fonctions, savoir : 

mil 'NT' / • 2 0, 

1. ■r\ sin2nxq»-^ 31^, 


HHi V , • / ^ , 2 

Ti ^ 4sin2ua7( — 


3i, 


001 I 


(2W-)-lU 




71=1 


Hi 

(2 77 -+- 1U 


A VV T \ « I 4 I 

h7 = 

71=1 

S. Oi — tanga; h- ^ 2 siao nx(— i)'*-! |l„, 

nzz 1 

G. Oi = cota? + ^ 2 sin 2 ;i^ 5 ''»“ 


”■ 2 sin( 2 /i + t)a:g ^ 


Oi 2 cos( 2 /i-i- i) a?(— i)"-^ 4- 3B„4 .i 


(271+ 1)S 


9. 0 = tang a? — ^ 2 sin 2/107 

71= 1 

0 II 

10 , 0 =: cota; 2 sin 2 /i.r( — i)>‘^q'i' (£, 4 , 

0H 


71= 1 


ft QH XT' • 

'll- 0 — 2810(271 + 1)075- * €,1+1, 


71 = 0 

„0,Hi 


(2re + 1U 
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Si Foil suppose ensuile que les deux facteurs du numeratcur 
soient egaux, on a un second groupe de douzc fonclions oii figurcnL 
les expressions suivanles. Posons 

Z = 4 cos2.r</ (7 *) 

— /\ \xq''{^q * — q 

/ _r _u 

-h 4 COS()J?7“ V 7 '* — q q 

U = 4 sin 3 .r 7 ® (7 

siii.r ^ 

2 5. / _ i _ 9 \ 

-h 4 sin 52^7 V 7 ^ — 7 '7 

— sin7a"7^l7* — q q '* ) 

-t- 

En ddsignant par Z| et U, ce que devienncnl Z cL U lorsqu’on 

met - — ^ au lieu de x. on aura 
% 


•1:1. 

7 ] 0 i 

IP 

0 

= 

A0 

- oz, 

li. 

■5O1 

02 

u 

= 

All 

+ 0 u, 

13 . 

■rjOi 

II2 

0, 

= 

Ae, 

- 0 Z„ 

IG. 

r, 0 i 

0? 

ill 

= 

All, 

0- 0 u,, 

IT. 

■5O 

IP 

e. 

= 

110, 

0- 0, Zj, 

18 . 

r,0 

0 ? 

11 

= 

— BII 

0- 0 , u, 

19. 

TjO 

112 

0 

= 

B0 

0-O,Z, 

20. 


02 

111 

= 

— BII, 

0- OiU,, 

21. 

00, 

02 

0 

= 

C0 

0- iriZ, 
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Les quanliLcs A, B, C sonL des conslantes, savoir : 

1 

A= Z fo) = 4 ^ 

ft — ?, 1 

1 } = — Z, (o) = 4 ^ (— I) 

III 

€ = Bi(o) = I 4 ^ (— 1)2 <7'". 

Dans ces formulos ?n est pair et /?. = 3 (mod 4), lt:s cncfflcieiiLs 
Chit Cm designaiiL Ics fonclions iiumcriqiics delinieb par ces egaliles 



ou d represeutc Lous les diviseurs impairs dc n eL d.e m inforieurs 
a leurs conjiigues cL d' les diviseurs impairs dc m plus grands quo 
leurs conjuguds. On a d’ailleurs, cn faisanl x ~ o dans les equa- 
lioiis lo, 16, 20, ces relations dont, nous ferons usage plus Lard : 

j v,3 = AOi — 13 0, 

I 0^ = At, -)-C0, 

[ 0 ^ = 13 Ti -4- C 0 1 . 

Voici mainLenaiit dc quelle maniere les deux sjsLemes dc fonc- 
tions conduisenL a la coiisideralion des formes quadrali([ues a deux 
indcLerminees de determinant negatif. 

JI. 

Ajanl, a cet eflet, distingud quatre cspeccs de devcloppcmciUs 
cn serie, suivant qu’ils se composent de termes en 

Sin(2/i -f-i) a:, cos(2/n- 1) a", iwi'j.nx, cos2/i.r, 
nous multiplierons entre elles toutes les foncLions du premier el 


peiidra cl nne cerlaine maniere du noinbre cles classes c[uaclralK|ues 
de dc^lerminaiit — A. Tel csLdonc le procede aiialyLicjue Ires siiu|ile 
qui, en etablissanl uii lien enlre les formes quadratiques de dclerini- 
uant negatlf etles IranscendanLes cllipliques, condtill a rcnsemble 
de resultals que nous allons passer en reY\ie. Ces resnllals d’ail- 
leurs se classent naturellcment d’apres les inlegrales definies de 
fonctions 0, d’ou ils sonL tires. Alnsi, en jn-emier lieu, s’oll'rcnt 
les combinaisons obtcnues en inultiplianL I'espectivement les equa- 
tions 15, 18, 1, 2, 11 du premier sjsleme avec les dcjuations 5, 1, 
3, 7, 5 du second, et oii rinldgration s’eHectue d’elle-nieme, savoir : 

Of f <d dx = - Of, 

TZ 

t/o 

0,r,2 f'Bidx = ^ 0,r,-b 

•- 0 

TT 

T,0f f Qidx = ^r,0], 

TT 

OOf P B^dx 
Celles-ci seronl dUidiecs ensuilc, savoir: 


(A) 


(15, 5) 
(18, 1) 
\ (1, :i) 
(2, 7) 

! ( 11 , 


(B) 


(S, 7) 

el 

(12, 1) 

(1(5, 2) 

( (17, 5) 

(13, 5) 

( 6 , 7 ) 


TT 



TT 

(-)2 'T 

0=^01 -It/:*;-- CO, 


TT 

r 2 02 r 

■oOO] -A dx = Cr,. 


JL Vj" 


produiraient, en changeant suivant les cas le signc de q, les memes 
lonctions. 


III. 


Legendre, comme on salt, a le premier decouvert par induction 
qiie le nombre des decompositions d’lin entier en trois carrds de- 
pend ait d’une inaniere simple du nombre des classes quadra tiques 
ayant pour determinant ce ineme entier change de signe, et Gauss 
a demontrd ensuite ce resultat important dans ses Recherches 
arilhmetiques. M. Kronecker a remarque qu’on y est egalemeiit 
amend par la tbeorie des fonctions elliptiques; mais la mdthode du 
savant geometre suppose, a son point de depart, et d’line maniere 
essenlielle, autant que je puis en juger, la notion arithmdtique de 
classe, qu’il n’est pas necessaire d’employer dans la voie que j’ai 
suivie. Si I’on ne distingue pas les representations propres et im- 
propres, il suffira, en etl'et, de la definition seule du sysLeme des 
formes reduites pour un determinant donnd ; de sorte que ce iheo- 
reme, dans I’encbainement naturel des propositions de I’Aritbme- 
tique, pourra dtre placd des le commencement el a c6td des resul- 
tats qu’a obtenus Jacobi sur la decomposition en quatre carres. 
Pour justifier cette observation, je presenterai en detail ce qui 
concerne la formation du cube de la fonction 


0i = 


afm aussi de pouvoir me borner a I’egard des autres quantiles 

contenues dans les formules (A), a donner seulement les 

resullats. 

Considerons, a cet elTet, les sdries 15 et 5 du premier et du se- 
cond systeme, dont il faut elTectuer le produit, savoir : 


6? 


0H, 

01 H 


cota? -t- 


t\q sin 2 2? 


4 q'^ sin4 cc 
i-h q- 


4 q^ sin Ga? 


l — q 


i — q 


ct, cn faisant comme pr^cedemmenl, 


Urt = I -+- 25- -‘-t- 

Oj -jj— = tang^-t-^^( — i)"~‘ sin 2«a7. 

Ce produit devant eLre eiisuite integre enLre les limiles 0 cl 
nous ferons usage de ces formules, qu’il est alse d’ohtenii’, 

■ 7 

I cola? sin ana? rta? = - 7 
•Jq 

■K 

j tanga: sin 2 na; dx — ( — - • 

0 

On trouvera de cetle inaniere, apres avoir suppriine le faclcur-, 
^ -'-2 2 T ^. ■ 


{~qy 
n~i 71 = 1 


Les deux prenviiires series qui se pr^scntent dans ceLte expres- 
sion se di^veloppent sans difficulli^ suivant les puissances dc q. En 
designant par /?i un nonibrc impair quelcoiique, par cp(nz) Ic nonibrc 
de ses diviseurs, on Irouvera 

2 i"+ l~ q ' yi 

Texposant or prenant la sdrie des valcurs i, 2, d, cLc. 

Pour la Iroisieme, en remplaganl d’abord ^ par le ddvc- 

loppemenl ^ cHq devient 

rt=:0 

ce qui met en Evidence dans I’exposant q le determinant d’unc 



Jious uccLipciiHii) luiu, uuservuiis ijue u uuil reucvun jci. va- 

leurs 

0 , ± 1 , zh(rt — i); 


de sorte que ceUe forme sera reduile, si I’on s’arrele a la liniilc 
~(f)’ pour plus de precision, — lorsque n 


sera pair, el zh 


de valeurs, si I’oii fail 


lorsque a sera impair. Ce premier groupc 


71^ -t- n -h an — b- — 


doiiiiera, el une seule fois, Louies les formes rddiiilcs de deiermi- 
nanl — A, en exceptant les formes ambigues (A, B, C) on aB = A 
ct G=: A, et parmi les formes (A, o, C), le seul cas de A= C, qtii 
sc presenle quand A est un carre. Dans ccs divers cas, cn cflct, on 
scralt conduit pour le nombre a a une valeur negative. 

Gonsid^rons ensuite la seconde serie dcs valeurs de 6, savolr : 


±i=-, 


71 I , 


lorsque n est pair, ct 


± 6 = 


71 -t- ( 77 -+- I 


7i — I, 


lorsque n est impair. Soil £ une quantitc egale a P uni to cn videur 
absolue et do meme signe que b \ en faisant la substitution 


dans la forme 
on trouvcra 


^.• = £X-Y, r = £Y 
iix- -h 2 bxj -+- ( 7 i H- 1 + a 


/iX- — •iz{n — bz) XY -h ( 2 /i — •+• 1 -h «) Y^, 


et cette tcansforinee, que nous deslgnerons par (A, — sB, G), en 
posant 

(0 A = 71., B = 77. — bz, G = 271 — 

reinpllra les conditions aB < A, 2 B G, le premier Lerme etant 
tantot plus grand, lantoL plus petit que Ic dernier G. On voit dom’ 



lormcs I’edLiiles, si 1 on excepLc ccllcs-ci ; ( A, o, L-j, qui onL eLe 
[n’cccdeminenl oblcnucs pour 6 = o. En cH'cl, on Lire dcs ecpia- 
tions (i) : 

(2) 11 = A, b = z{\ — H), a=C — 2B — T, 

el, cn pcnmilanL el C, 

( 3 ) n = C, b = z{C — B), a = A — 2B — r. 

Vinsi cimqiie forme reduilc non ainhlgud donne eircclivement 
deux sysLemes din'erenis (/i, />,«), ou n el a sonl posilifs el b com- 
[)rls cnlrc les limiles assignees. Mais, a I’egard des deux formes 
amhigues (.\, e 13, A), les equations ( 2 ) el (.3) coVncidenl, el pour 
celles-ci : (2 13, e13, C) les e([ualions (3) conduisanl ii une valeiir 
negative dc a, on n’a de menie cl pour eliacunc d'elles qii’un soul 
el uiiicpie sysLemc dc noinhres, n, b, a. Si Ton avail d’aillcurs a 
la fois 

2 B ^ A C, 

on ne pourrail employer ni les Equations ( 2 ), ni les equalions (.3), 
de sorie que celle forme cst absolumenl excluc, comme plus ban I 
Ic cas dc A = C dans Ic gronpe des formes ambigues (A, o, C). 
Ell resume, soient, pour un determinant donne A : H le nombre 
des formes rdduiles non ambigues, h le nombre dcs formes ambi- 
gues dc I’especc (A, o, C), Ji' le mdme nombre a I’dgard dcs deux 
suivanlcs : ( 2 13, B, C), (A, B, A), I’cxjircssion 

311-1-/1-1-2/1' 

sera le nombre dcs sysLemes (n, b, a) (|ui, sous les condilions ,re- 
quises, salisfont a I’^qualion 

7 )A -!- n + an — b- — A. 

Mais, si A csL un carre ou le triple d’un carre, ce nombre, d’apres 
les exceptions rclalivcs aux formes dcrivccs dc ( 1 , 0 , 1 ) cl ( 2 , 1 , 2 ), 
devra ^irc diminud d’une ou dc deux uniles. On pcuL d’ailleurs 
I’ecrirc dc ccltc autre manidre : 

3j0 — 2/7 — /i', 

n 1 I » * /-v /-I I « » £•* ■»'» I I y»V l-» I y-v I r* 1 *4 1 J-I . ' /•! /-i /■» I /-I I A 


tion un rule essenliel. En posanL en premier lieu 


\ - — /z j 13 — 1} y G — /z I — 1“ ct- ) 

et, en second lieu, 

A = n, B = /z — bz, G = 2 /z — “ib t -+- 1 a, 
et 

G = /z, B = /z — bz, A= 27 z — 2 Z> £ -+- 1 4 - a, 
on trouve loujours la memo valeur 

«(/i -+- 1 ) = A -t- A -h B -t- G -h I (mod 2 ). 

II en r(^snlte qiie pour tout determinant le factcur ( — 
sera egal a + 1 si Tun au moins des termes extremes A et C est 
impair, et a — i si tons deux sont pairs. En faisant cette distinc- 
tion dans les formes reduites, nommons nombre total cle ces 

formes, /iq, A', celui des formes ambigues des deux cspeces dont 
nous avons parle, ovi I’un des termes extremes est impair, ct 
A,, A',, les expressions de m^me signification dans le cas ou les 
deux termes extremes sont pairs, on aura evidemment 

2 (_ x)aU+l) gn^+n+nn-0^ ^ ^ -h',)- (3 iP^- 2/z,- AD] 

= 3 2 (j|o— ipi) <7^-i-2(2/u-H A', — iho~h'o) q^, 


ce qui domic la loi du developpement suivant les puissances de q, 
de la sene ^ ^ • La partic que nous avons isolde a desscin 


{'ilii 4 - Aq — 2A0 — Ii'q) q^ 

s’^value a I’aide des resultats qui suivent. 

Soil d’abord A = ;n, m dtanl impair, on aura, 

S at 1 

A 0 = ■ ~ -j ~ - ^(m), 

I III -H 1 



ciiauiLc jjuui 


A = 2 /??, 


ho = 

( //' = o, 

Ai = 0, 

1 K = <> ; 

A = 4 'n. 


o{m), j 

h^ = 0, 

iicp(m), j 

k’ = - (a( ni 
1 ^ 


A = 

i/?o = cp(m), |//; = cp(7«), 

On cn concliiL 

«H- 1 

V ( 'ihi + /i', - 2/io — /lo) 5'"^ = 2 ^ 

— ^ 2(p(»i) -— 2 ^ 2 — — — o{m) "i 


11 cn rdsultc qu’en rcmplagant dans I’dqiiaLion fondaincnlalo 


0 ? 


?='+42 


n-(— g)' 




2 


t-t-i-y)" 


les trois sdries par leurs valears, on verra Ics deux premieres dc- 
truire celte partie qiii provient dcs formes ambigiics, et il rcsLcra 
simplemcnt 

0? = I -1-2 — 

TouLcfois, si A csl Lin cared ou le triple d’un carre, le terme ge- 
neral doit dtre remplacc par 

-1- 5"*’ 

ou 

— ^ 1 - 1 - I) 


£ = 2 -, (</••>), 

on aura dc eeUe manlcrc 

0? =2 i2(i5o — -15 i)^/‘^ + 30-i-4£ — (')• 

C'est le resultat auquel esL parvenu M. Kroneclcer, en einplojant 
la consideration des modules qui donnent lieu a la multiplication 
coinplexe, car, d’apres les denominations de ce savant geometre, 
on aura 

i5o = /"(A), 

et, par suite, 

= E(\). 

On a done deux methodes absolument distinctes qui raltacbenL 
par un double lien a la tlidorie des fonctions elliptiques les propo- 
sitions de Legendre et de Gauss sur la d(5composition des nombres 
en trois carrds. Ces illustres geometres, en poursuivant au prix de 
tant d’elTorts leurs profondes recherches sur cette partie de I’Aritli- 
metique superieure, tendaient ainsi a leur insu vers une autre re- 
gion de la Science et donnaient un memorable exemple de cette 
mysterieuse unite qui se manifeste parfois dans les travaux analy- 
tiques en apparence les plus dloignes. 




LA THEORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 


Conipte.s rendus dr VAcaddniie des Sciences, t. lA', ( fl), p. G84. 


La inelhode de M. DiiLddet pour la dclerininal-ion du iiondjre 
des classes de formes quadi'aLiques de meiiu! iletenniiiaiit, eL cedes 
qu’on a lirees recemmeiiL de la consideration des fonclions ellip- 
Liques dans Ic cas des delerminanls negalifs, conduisent ])our la 
nieme question a des solutions tellenicnt clill'erenles, qu’ll scmble 
aussi difficile de Iroiner on lien ([uelconqiie cnli’c leurs r(5sultats 
eju’entre les principes sur lescpiels elles se fondent. Cc que laissc 
a ddsirer a cet egard la tlieorie des formes qiiadraticpies paraiL te- 
nir a Fabsence de quelque principc esscntiel auquel on serai t sans 
doiite amend, soit eii dccouvrant nne ddmonstration puremeut 
ari thmetique des pi' 0 ])ositioiis de M. Kronecker, soit on tirant de 
,1a tlidorie des fonctions ellipticpies Ics expressions mdmes de Diri- 
cldet. En accordant la preference a ce dernier point de vvie, j’ai dd, 
coniine premiere prdparation, faire de la mdtliode de cet illuslre 
maitre une dtude qui m’a conduit peut-dtre a abrdger cL a simpli- 
fier en quelcjuc chose son analyse, cL void sous quelle forme je la 
prdsenterai. 


I. 


Soit 


m — 


un nombre enticr decompose en ses facteurs premiers a, 6, c, 
Fexpression 


= /n ( I 


-:)(■- i) 



ni 


m 


?(”*■) 


m — 


2 


})i 

a 




abc , . .k 


represente Ic nombre des entiers nioindres que m et premiers avee 
lui. Je commencerai par generaliser cette expression en conside- 
rant le nombre des termes premiers a m dans la suite 


1 , 2 , j, . . . , n, 

ou n est quelconque. Si I’on ddsigne, suivant I’lisage, par Ic 

plus grand enlier contenu dans ce nombre sera 


4>(/0 


ab ) 




a6c) 


- ) -H. . .±1 E 
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abc . . Jc 


Pour plus d’uniformite, je remplacerai le premier terme n par 
E(77); on obtient par la une expression ou il est possible de meUre, 
au lieu du nombre enlier n, une variable quelconque x, a savoir ; 








abc. . ,k 


La signification arillunetiquc de celtc fonction sera d’cxpriiucr 
le nombre des entiers non superieurs a et premiers a ;n, en fai- 
sant toujours 

m = a'^b'?c '{. . . / l ’^. 


Pour m=z I et afin de compldler la definition, nous conviendrons 
de poser 

= E(a7), 

e’est-a-dire de reduire la formule a son premier terme. Enfin, cn 
designant par e une quantile comprise entre + i et — i, et par p. 
le nombre des facteurs premiers, «, b, /r, on voi.t aisement 
qu’on a 

a:) = — cc f 771 ) + e ; 

HI ' ' 

e’est la propriety de cette fonction dont nous ferons principale- 
ment usage. 


THUOUIE DES FOKMES Q C A D R AT I Q IJ E S . 


aSy 


n. 


Soil encore (i Irouver le noinhre ties Lerines de la suite 


I , A) j , . . . ) /i, 

qui sent en lu^'ine temps premiers a m et clivisiljles par an iioinbre 
donne l. Comme les miiltiples de i dans ceLLe suite soiiL 

i, a /, 3 z, . . . , E j i, 

ce nombre estle inline ([uc celui des eul.iers non siiperieurs a y et 
premiers a m; ainsi il est donne par J’expressiou d> ( y j • G est a 
ce moment que se justilie notre convention de faire, pour z= i , 

fjjf .r ) = E(a?), 

car alors la I'ormule doit donner le nombre des multiples de i'qui 
ne sout pas superictirs a n, et par suite coVneider avec 

la resulte entre et E(.r) une certaino analoyie de role que ia 

question suivaute rendra manilcste. 

Soit E(/i) une I'onction ainsi definie 


la soinmc coinprenant tons les noinbres i qui sont diviseurs de n. 
On verifie aisement qu’on aura 


n n 



1 i 


En elFet, dans le premier niembre un terme quelconque / ( f) est 



=: o, lorsque l n esi pas premier a uii nomore aoniie 
m = bv cl .. . k'*-. 

el posant ensuite 

F( it ) = 0, 

lorsque pareillement k n’esl pas premier a m. On voit alors que 

n 

dans la somme F(^) terme /(O est autant de fois repet(^ 

qa’il y a dans la suite i, 2,3, . . ., n de termes divisibles par i eL 
premiers a m. On aura done, au lieu de la relation precddenle, 
celle-ci : 

1 1 


qne nous emploierons bientot a la recherche du nombre des 
classes. Mais il est necessaire de rappeler d’abord quelques resul- 
tats sur la representation des nombres, par le sysLeme des formes 
non equivalenles, de m^ine determinant D. 


III. 


A cet eflet, nous ddsignerons par n un entier positif, impair, 
premier a D, et, en nommant S- le plus grand carre qui divise D, 
nous ferons 


D_ 


= CO. 


Cela posd, voici les deux theoremes fondamentaux etablis par Di- 
ricblet au moyen des considerations les plus eidmentaires et qui 
pourraientetre places parmi les premieres propositions de la theorie 
des formes quadraliques. 

1 ° Le determinant D etant n^gatif, la somme 


THEOBIE DES FORMES QUADRATIQOES. 


aSg 

Lise de Legendre, exprime de combien de manieres diffe- 
rentes (') Rentier n est susceptible d'etre represente par les 
formes non equioalenles, co mposant V ordre proprenient pri- 
mitif de determinant D. 

2“ Le determinant etant positif, la mdme expression, sauf 
le factear 2 qa’on supprime, 

Wy 

donnera encore le nombre des representations de n par les 
formes non equivalentes de L ordre proprenient primitif^ niais 
sous les conditions suivantes : Premieremenl, on ckoisira, pour 
represenier /z, des formes 

ax- -i- 2 bxy •+ , 

oil a soit positif et c negalif; en second lieu, xety deoront itre 
positifs et satisfaire d cette condition 

^ «U 
T — 6U 

oil T et U sont les plus petits nonibres qui donnent 

T-i - DU^ = I. 

On voit que dans ces propositions figurent exclusivement les 
nombres impairs et premiei’s au determinant. Les valeurs des in- 
determinccs .r et p, qui rendent ainsi une forme impaire et pre- 
miere a son determinant, se distribuent en certains systemes, tels 
que 

(A) 27 = 2 Dr -Ha, y = 2D(.r-Hji, 


o et w etant des entiers arbitraires, a et (3 etant choisis dans un 
systeme de rdsidus suivant le module 2D. Leur nombre, si Ton 



2 Di<p(Di) ou 4D|(p(Di), 


selon que D est impair ou pair. Ce dernier resultat rappele, void 
mainienant de quelle maniere, en n’ayant en viie que la determi- 
nation du nombre des classes, il nous a paru possible d’abreger la 
belle analyse de Dirichlet. 


IV. 

Revenons a Tequation 

1 1 

pour y faire 

/(0=(f). 

oil symbole de Jacobi, avec la convention de poser 

j = 0 lorsque i ne sera pas premier a D. Alors les expressions 

ou F(n) = 2/(0. 


suivant que D est negatif ou positif, donneront, en verlu des pro- 
positions prdcedentes, le nombre des representations de I’entier n, 
par le systeine des formes proprement primitives de determinant D. 
Mais ces propositions supposent essentiellement n impair et pre- 
mier a D, de sorte que, pour tout nombre k qui ne satisl'ait pas a 
ces deux conditions, nous devrons supposer F(A’) = o. En conse- 
quence, il faut determiner la fonclion <I> en prenant m — nD), ou 
simplement /n = D, , selon que le determinant sera impair ou pair. 
Pour mieux preciser, bornons-nous au premier cas : les expres- 
sions 


fL 

F(n) = '2^ pour D negalif, 

\ * / \ * / 


17 / _ \ 
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auxquelles nous sommes ainsi amends, domieront done la somnie 
des nombres de representations pour tons les entiers positifs, im- 
pairs et premiers a D de un a n. Or on pent obtenir cetle meme 
somme en se plagant a un point de vue bien different, comme on 
va voir. En supposant d’abord le determinant ndgatif, laisons cor- 
respondre, a cliacune des formes (a, b, c) qui composent Tordre 
proprement primitif de ce ddterminant, une ellipse ayant pour 
dq nation en coordonndes rec tang iilai res 

a bxy -e cy^ = n. 

On reconnait sans peine que le noinbre des points dont les coor- 
donnees sont exj)rimees par I’ensemble des formules (A), 

a7=2Dp-Ha, y = 2D<\'-^p, 

et qui sont situds dans I’intdrieur et sur le contour de cette ellipse, 
donne precisdment cette somme des nombres de reprdsentations 
par la forme (a, 6, c) des entiers considdrds ci-dessus. En second 
lieu, supposons D positif, nous aurons un rdsultat entierement 
analogue, en faisant correspondre a ebaque forme («, Z?, c) de 
i’ordre proprement primitif une hyperbole 


aa:^ 4 - abxy cy- = n. 

Effeclivement, d’apres les conditions propres aux ddterminants 
positifs, le nombredc points dont les coordonndes sont I’ensemble 
des formules (A), et qui sont coinprls dans I’intdrieur on sur le con- 
tour du secteur hyperlmlique, lermind d’une part par les droites 

alJ 

r = 0 , y = 

et de I’autre par la branche de courbe s’dtendant du c6td des 
abscisses positives, coVneidera avec la somme des nombres de re- 


Rappelons, a ret effet, la proposition de Dirichlet sur le noinbre 
des points compris dans I’interieuv d’un contour ferind, et donnes 
par les fonnules 

= av a, y = -+■ 


on p et (P prennent toutes les valeurs entieres de — co a + oo. Si 
Ton suppose a et b positifs, ainsi qu’on pent toujours le faire en 
changeant le signe de c et (v, et qu’on designe I’aire dii contour 
par (7, on aura sensiblemeni ^ pour la valeur de ce nombre quand tr 
esttres grand. Ce resultat ne contenant pas a et [ 3 , si I’on a p. sys- 
temes de valeurs des coordonnees ne dilTerant que par ces con- 
stantes, ^ sera la somme de tous les nombres de [loints ainsi 
exprim^s et qui sont compris dans I’inlerieur du ineme contour. 
Cela pose, I’aire de I’ellipse 


est 


ax^ -h 1 bxy -t- cj'^ = a ou 62 — ac — — Dj 

mz 

Wi’ 


celle du secteur hjperbolique, 

nlog(T-f-]U /d). 


/D 


le nombre p. des sjstemes 


a7 = 2Dv + a. y = '2Dw-h^, 
puisque nous supposons le determinant impair, est 

2 Dicp(D,). 


A.insi sera 
ab 


n7rcp(Di’) 

2 /Df~ 


dans le premier cas, 


el 


7^o(D)Iog(T + U \/b) 
4 v/D 3 


dans le second. 
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Telles seronL done pour ix tres grand les expressions approchees 
de la soniine des nombres de representations par une forme (a, 6,c) 
de determinant D positif et negatif des entiers positifs, impairs et 
premiers a D qui sont compris de I’unite a n. Ces expressions ne 
contiennent pas 6, c; le determinant seul y figure, de sorte qu’il 
suffira de les multiplier respectivement par le nombre A, des classes 
de I'ordre propremen t primitif, pour en conclure la valeur appro- 
chee de la fonction precedemmenl designee par F(/i). 11 vient 
ainsi 


et 


f D| ) 
•iy/DT 




;icp(D) lojv(T -4- CJ /D) 

4v/D^ 



clans le cas tie D negatif, 


dans le cas de D positif. 


Or on a, ainsi qtie nous I’avons remanjue en commemjant, 




le nombre m d’ailleurs a dtd pris egal a aDi, de sorte qu’en divi- 
sant par n les deux dgalites pour y supposer /i infiniment grand, 
on troLivera les expressions remarquables ddcouverles pour la pre- 
miere fois jjar Dirichlet, savoir : 


k = 


h = 


2 /Di '\ f 

iz jU,' \ t / f ’ 

1 

log(TH- U /d) )1' 


la premiere se rapportant aiix determinants negalifs et la seconde 
aux determinants positifs ('). (*) 


(*) Je dels m’empresser de ddclarcr qu’ayant cii occasion dc tn’eutretenir avec 
M. Liouvillc de cctle manidro d’ari'ivcr aux rdsiiltats fic M. Diriclilct, j’ai appris 



REMAROUES 


sun 


LE DEVELOPPEMENT DE 


COS am x» 


Comptes renchis de V Academie des Sciences, L. LVII, i863 (II), p.6i3 
t\. Journal de Matheniatiques pures et appliqiiees, t. IX, 1864, 2‘‘s., p-'^Sy- 


En developpaiit suivaiit les puissances de I’argLiment les Irois 
fonctions sin am ,2:, cos ama?, d ain/jj, on obtienL les series suivantes : 

sin ama? = a? — (i -t- A-2 ) ^ -}- ( i -f- r 4 A 2 - 4 - AM %r - r ~r “ • • • 1 

1.2.3 ' 1 . 2 . 3 . .1 . 5 


cos ama? = I 


— +(rH-4A^) ■ 

1.2 I . 2 . 3 . 4 


A am a7 = I — A^ 


1 .2 


( A^ + 4 ) 


1 . 2 . 3 . 4 


oil le coefficient d’un terme cruelconque, % > %, > 

est line fonction enLii:re et a coefficients entiers du modiiie k-. 
Mais jusqu’ici il n’a pas <^td possible d’en olHenir l’ex[)resslon 
generale, et Lout ce que I’on sait a lenr dgard r(5sulte siinplement 
des relations 


sin am ( kx, 


I ' 


A sin am ('x, A), 


cos am ^Aa7, = A ann a?, A). 

On reconnait ainsi que les coefficients de sin mmx sent des poly- 
nomes r^ciproques et que le d^veloppement de cos am . 2 : doniie 


d 1 egara aes coeriicienis, clont voici les premiers d’apres Guder- 
mann : 

I -f- .) /c-, 

I H- 4 4 I ^ ) 

I s- 4 "S A' ^ -1- 9 1 2 4- ()4 A-B, 

I 4- 3 G8 8 -4 3 o 768 A-i 4- 1 3 808 A-® -4 256 , 


la remarque suivanle: 

Posoiis /c =■ eosO et iiiLi'ocliiisoiis les arcs multiples, au lieu des 
puissances du cosinusj en les mullipliaiit chacun par A:, on trou- 
vera successivemenl 

A' 4- 4 = 4 cosO 4- cos 3 0 , 

A: 4- 44 A^ 4- 1 () A‘^ = 44 cosO 4- 16 cos 3 0 4- cos 5 0, 
k 4- 408 A ’3 4- c)i2/f8 4- 64 A-'' = 912 cosO -4 4')8 cos 3 6 -f- 64 cos 5 0 -+- cosyO, 

On apergoit dans ces i^galiti^s ([ue les puissances de k et les 
cosinus des multiples de 0 ont pr<5cis(§ment les memes eoeflicients. 

Or, en g^ndral, si run represente le coefficient de 

l. 2 . 3 ...( 2 /t 4- 2) 

dans le di^vcloppemenl de cosamx par 

n 

A() 4- A] A'2 4- A 2 k''^ 4 - ... 4 - A„/c3" = Ai k'^' , 

u 

on aura cette relation ; 

2A/cos2'+i 0 =2Aj-cos(2/i4-i -4i)fl, 

qu on pent facilement demontrer, comme on vcrra. Mais je veux 
d abord faire voir, par un exemple, comment ellc sert a calculer 
directement les nombres entiers rVo, A,, A^, etc. 

Soit /I = 4 • en faisant, pour simplifier, A/=4^<^/? et posant 
Ao= I, on trouvera, en remplagantpar les arcs multiples les puis- 
sances du cosinus 

cosO 4- 4 a, cos^O 4- iGeio cos »0 4- 64 <23 cos^O 4- 256 a4 cosoQ 
= cosO 4 - «! ( cos 3 0 4 - 3 cosO j 4- ao(cos 5 0 4- 5 cos 3 0 4- 10 cos 0 ) 



64 a3 = a, 4- 5rt2-+- 21 «3 §4 «4i 

256 (7^ = rtj 4- 9 a^. 


Leur somme conduisant a une identite, on pent ometlre Tune 
d’elles, et, si I’on exclut la iroisi^me, im calcnl facile donne 

cti = 922, as =1923, as— 247, a4=i, 

ce qui conduit en elfet au coefficient rapport^ plus haut, d’apres 
Gudermann. Laissant de cold retude de ces equations considcrees 
en gendral, et me bornant a remarquer les valeurs 

A„ = 4". 

A„_, = 

, 

j’arrive a la demonstration de I’egalitd 

^ A/ cos-'-^i 0 A,- cos( 2/14-1 — 4 0®! 


et a cette occasion, coinine j’aurai a faire usage de la transforma- 
tion da second ordre, je vais donner diverses formules qui s’y 
rapportent et qui peuvenl etre utiles dans bien d’autres cir- 
constances. 

La principale, celle dont toutes les aulres peuvent etre tirees, est 


sin am 


k)x, 


‘i s/ k 
i 4— k 


( 1 4 - /c) sin am ,r 
1 -t- k sin - am a? 


II suffit pour cela d’operer tour a tour sur les fonctions au module 
primitif k et au module transformd, en emplojant les relations de 
la transformation du premier ordre; on le demontre en parlant de 
ce theoreme aritlimelicjue que tons les systemes lineaires 


a, h 
c, d 
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dans lesquels ad — be est un norabre premier /;, sonl donnas par 
un seal d’entre eux 

1 , 0 

o, p 

en le composant a droiLe et a gauche avec des systemes 

au determinant i. Orl’ensemble des relations relatives a la trans- 
formation dll premier ordre consiste dans ces formules, savoir : 





second ordre, les formes suivantes : 


I. 


II. 


Ill 


IV. 


V. 


VI. 


sin am 

cos am 

A am 

sin am 

cos am 

A am 


( I -+- 

(i -+- k)x. 
(i -i- k)x^ 

( I -+- k ' ) ix, 
(i -t- k')ix^ 
(i -+- k ' ) tV, 


sin am 


cos am 


( k -h ik _) x^ 
{k' ik)x^ 


A am 


( k' -H ik)x^ 


sin am 

cos am 

A am 

sin am 

cos am 

A am 

sin am 

cos am 


(i -t- k)ix^ 

I { \ k)ix^ 
(I -i- k)ix, 

( I — t- k ) X. 

1^ (i -t- k')x, 
{\-^r k')x, 

|^(A: — ik')x, 


■x sj k 

( 1 /f ) sin am x 


r -f- k sin- am .r 

2 ^ k 

cos am a" A ani.r 

n-A- J 

I + /r s i n - a m a; ' 

2v/A- 

I — /c sin'^ am^' 

I /r 

I -t- k sin- am a? 


2 >J k' 

i( 1 -H A' ) sin a in a: cos am a? 

i-t- A' _ 

I — (i -1- A') sin- am.T ’’ 

2 //7 1 

A a m .r 

3 “f~ A* 

I — ( I -f- A' ) sin^ am a? ^ 

2 v/A ' 

I — ( 1 — A' j sin^ am x 

I -f- k' J 

1 — ( I -4- A' ) sin - ama^ 

2 \J ikk' 

( A'-4 ik) sin aina^ A ama^ 

k ik. 

1 — (A — ik' ) k si n^ am a? 

2 v^'ArA' 

cos a 1113" 

k' -H ik 

1 — (A — «’A' ) Asin’^ aina? ' 

2 sj ikk' 

1 1 — ( A -t- ik ' ) A sin2 am a: 

k — t- ik 

I — ( A ik' )k sin- amr 

\ — k 

i[ 1 -+- A) sin ain.r 

IH- A- 

cos am.r A ama? ^ 

\ — k~ 

1 -1- A sin- am x 

i-^A- _ 

cos ama" A am a? ' 

1 — k 

1 — A sin- am x 

1 -+- A: 

cos am a' A am.r 

1 — A-' ■ 

(i -+- A' ) sin am a? cos am a? 

1 -r- /c' 

A lima:' ^ 

1 A' 

i — (i -4 A' ) sin- am a" 

I •— H k 

A ama" 

\ — k' 

1 — (t — A') sin - am.r 

\ k 

A am a’ 

k ik' 

(A-- lA') sin am a; A am a? 

k — ik' 

cos am a- ^ 

k -i- ik ' ' 

I — (A — ik! ) A sin2 ama; 

k — ik' 

cos am X ’ 
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J’oinets d’ecrire, pour abreger, toiites celles qui en resulleraient 
par le changemenl de signe de k ou k\ ct par le chaugement des 
modules transformds en leurs inverses, et ne conduiraient pas, par 
consequent, a de nouvelles formes analytique.s dans les seconds 
membres. 

C’est dans le dernier groupe que nous Lronverons la relation 
conduisanl a I’identite que nous voulons etablir. En partant, en 
effet, de I’dgalite 


( k — ik' )x, 


k -I- ik' I _ 1 — { k — ik' ) k 'iin - 'Am X 
k - ik' 


on en deduira, par le cbangementde signe de /d, 


cos am 


k -i- ik ' ) .r, 


k - ik' 
k ^ ik 




I — {k -I- ik')k sin’'^ ama^ 
cos aiua^ 


d’ou il sera facile de tirer 


( k -t- ik' ) cos am |^( k — ik' ).r, 
-f- ( k — ik' j cos am 

Or, en posant 


; k -s- ik' )x, 


k -H ik' 
k — ik' 

k — ik' 


k ■+■ ik' 


— 'j.k cos a in a'. 


k = cosO, 
cette ^galite prendra cette forme 

cos am(6’-'^, e-‘^) -+- e cos ain(e'*^.r, cosO cos am,r, 


el la relation que nous nous somines proposed de d(5inontrer en 
r^sLilte dvideminent, en comparanl dans les deux mcMubres les 
coefficients d’une m^me puissance de la variable. 

Relativement a sin am.z^, ce serai t une formule de la transfor- 
mation du quatrieme ordre qui donnerait une consequence sem- 
blable. Partant en ell’et de la relation suivante ; 



(i-v/=^r- 


«(i 

5in am — ^ 




L 


( 1 -i- \/ -\- k f 


(i — \/A- )' 
(i + ^k)- 


— 2 ik sin am 37, 


et I’on en tirera, pour la determination des coefficients du deve- 
loppement de sinam^r, des relations analogues aux prdc^denles 
mais d’une forme un peu moins simple. 



SUR 


iin am 

los am 

A am 


QUELQUES FORMULES RELATIVES AU MODULE 

DANS 

LA THEOlilE \m EONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comptes reiida$ de 1‘ Academie des Sciences, L. LVIl, i863 (IIj, p. ggS 
et Journal de M atite niatiq ues pares et appliqudes, l. IX, 1864, a'’ s., p. 3 i3. 


Les expressions en produits inlinis des foiicLions elliptiqiies, 
savoir : 


iKx _ I '1^ q SUIT {\. — ‘zq- cos •zx-{-q''){ i — iq'> cos‘A 3 ?-t- q^){\ — 'jiy® cos'ir-t-^i*). 
//c ( • — ‘i.q 0.0'6'ix q'^){y — ‘A.g'=*co.s •xx-\-q^){i — •iq’’^ cos'ix -^rq *“)••• 

iKx /k' q cosx(i cO'a2X-i-q^)({-h‘>x/'‘- coi<‘f.x-{-q^)ii-\--iq’'co?.‘iX ~\-q'-^). 

iz y k (i — 2^ cos'i.r-H ^®)(i — 2 5''* cos 2 3?-+- 7“) ( i — 'iq^c.o%-zx-^q'°). . . 

zKx _ ,-jj ( I -H 2 <7 cos 2 ,r -t- (7 - ) ( [ -h 2 </* cos 2 a? -4- f/“ ) ( i 2 q^ cos 2 a? -+- ) . . . 

Tc ^ ([ — ros2a" -H _ 2^3 cos2a? H- (/'■' )(,! — 2(7^ cosaa? -H ’ 


donnent iimnediaLemenL, pour la racine tpialrieme du module et 
de son conipl(5nienL, des fonctions iiniroriues a I’dgard de la 
variable co d(^ljnie en posanl q = C’est ce qu’on voit dans les 
Fundamenta, § 3 (), oCi sont etablies ces relations 


(/k = 

{/F 


/ 


8/— ( I - 
y q — 
' ^ (I 

(i — 9K1- 


q^){l-¥- q’*) { \ q"‘). . 

■ q ){!-+- q'^)( \ q'<^). . . 

q^){\ — q^). . . 




on encore sous forme* en tier e 



iVlais cette consequence importanLe ne resulte pas cles developpc" 
menLs sous forme de quoLienLs de series des m^mes fonctions, 
savoir ; 


2Kx 

I 

2 q siiio" — x 

yV/^* sii 

a 3:r 

-4- 2 

VVy-is 

' sin 5.r 



"71' 

1 — iq cos -2 a: 

-V- 2 q'* 

cos. 

ix - 


cos 6 a? 


‘2 Kx 


•i V q cos:r x 

y 79 cos 3:? 

■ -f- 2 


' cos 

4-. . . 

'it 

v k 

1 — -xq cosua;- 


cos 

4 a? - 

■iyy 

cosGa? 

-4...' 

2}S.X 


I -f- xq co> 2 x 

-A- 2 q'* 

cos 

1 012 -H 

2 q^ 

cos6?» 


TT 

I — iq cosxx 

^2q’* 

cos 

|.r — 


cos6x 

-r-. . . ' 


car c’esl seulemenl alors la racine carree du module et celle de 
son comj)lemenL qui sont donnees eii fonclioii de q jjar ces for- 
mules 

s/li = ^ V y ^ ■ . ■ 

v/F= I — ^ 

I -H 2 ^ -j- 2 q'* ^ x q^ -f- . , . 

Dans cette Note, je me propose d’dtablir, pour 
sin am ip, cosamar, i anir, 

de nouveaux d^veloppements en serie de sinus et de cosinus ana- 
logues aux precedents, mais qui donneront aussi bien que les pro- 
dmts mfinis les racines quatriemes de k et k' comme fonctions 
uniformes de la variable o). On en dediu’ra, en elfet, ces form ides 
remarquables, ou le signe ^ s’dtend a toutes les valeurs positives 
et negatives de n 


= 


\/'l .^q ^ 


2' 






y/c = 

^k' = 


(Jber anendliche Ro.ihen, deren Exponenten zugleich in zwei 
verschiedenen quadratischen Formen enthallen sind, en les 
deduisant des produits infinis en q rapporles plus liaut. Les jDro- 
priet^s si imporlanLes auxquelles doniienL lieu ces quantiles 
et \/k\ lorsqu’on y remplace to par a, 6, c, d dtant des 

nombres enliers assujettis a la condilion ad — 6c = i, r6sullent 
de ces formtiles et peuvent ^tre ^Lablies, couime j’espere le mon- 
Lrer, d’une mani^re siinple et facile. 


I. 


Pour abreger I’^criture, je conviendrai de designer les quatre 
fonctions 

"■(^) 

par 9(a?), Oi(^), de sorle qu’on ail, en mettanl en 

Evidence la quanlile to donl il a ^t^ question Lout a I’lieure, 

0 (a7, 03 j = r — ag cosaa? -i- ■iq'' cos4.r — 2 <7® cos6.7- 

0 , {x, co) = I -I- 'Jtq COS-2.X-+- ‘ig'> cos 4 '^ ■+■ 27” cosGir-l-. . 

r, (37, 03 ) = 2\/q sin a? — 2 y/^® sin 3 a 7 + 2 sin ‘j a? — , 

o)) = us/q cosx -h 2i^^®cos3a?+ 2y/g'^® cos 5 iP -4- . . .. 

Gela posd, la transformation du second ordre donnera ces deux 
systenaes de relation 


2G2 (ar, 03) = j^y/ 1 -t- /cG 

/ 03 N 

X, - 

V 2/ 

) -t- /i 

■^0, 


Il/v. 

2 0f (a?, 03 ) = j^/i -h /cGj 

/ 03 \ 

X, — 

\ 

I-h/F 


(-1)] 

/2K 

1 V ^ 

2T)2 [x, 03) = j^y/i 4- /to 

( 

X, — 

\ ’ 24 

I-/T 

■= 7 cO, 


1/?^ 


'f] (a:-, w) 0 (57, 0 ))= ^7] (a;, - 
sf-i 

slk 

7)i(a7, to) 0,(a7, o)) = ^7)1 (a7, 


v/^ 


•ili 

TT 

Ik 

3 

TT 


7 ] (a;, to ) 6 i (a?, to ) = 


^Tt 

T 
e * 


/ 


i/ kk' / to -4- I 

— '0 


7)1 (a?, to) 9 (a?, to) = 


/a 


kk' I to + [ 
^ — '0 1 : — 


iiS 

TT 

Tk 

TT ' 


et c’est le second dont je vais faire usage comme il suit : 
Considerons, par exemple, le sinus d’araplitude : on aura 

i¥^x I 7)(aT,to) 1 Tifa-, to) 6| (ar, to) 


sin am 


^0(57, to) ^ 6 (37, to) 9,(57, to) 

Or, en ennployanl la premiere el la cinquieme de ces relations, on 
obtiendra de suite 


sm am 


2 Ka 7 


-t) 37 


CO — 1— 1 


ou bien 


^ \/%^k 0 ( 237 , 201 ) 


2Ka7_ / 2 ^ 9 ' sina; ^^9 sin S.r — ^^25sin5a7 — ... 

iJH * — 2 cos 4 37 -4- 2^9 cos 8 57 — 2 ^ * COS I 2 37 -f- . 


2 Ka? 


et le m^me procdd^ de transformation, appliqud a cos am — 


2 Ka 7 


et A am — ■, donnera les r^sultats que voici : 


sin am 


2 Ka7 


,-T '0 1 ^’ 


to -I- I 


/ay/A: 6(227,210) 

/ to ' 

sr>. V k 0{ 2 37, 2 to) 


, \/2'^gt^(— i)«gr2/t2H-« sin( 4 n-v- i la- 


2 Ka 7 i 4/A:' 

cos am = — i / -- 

TT J^,.\ k 


4/ k' 

V T 


^( COS 4 1157 

^ /a 2 c,OS{^^n -t-i).r 


2 Ka 7 


^k' 


^( — i)'*g' 9 «= cos 4«37 

cos (4 n ~\-i)x 

/ to -+- I \ '' ' 

7), f 37, j cOS( 4^ -H 1)37 


•01 37 , 


= {/!(' 


A am 




2 K a; y/2 e ** T| ( 2 a?, 2 to ) 


v/2 sin (8 n -4-2); 




rii a? 


cos am 


^(— i)"g2rt--f-« cqs( 4 n -i- i;)it: 

2Ka7 /— 4/A'3 7i(2ar, itij) 4//f 

— = '/^V-Fzrr^ =\/i 


4 //f^ \/2 sin( 8 n H- 2 )a 7 


r, 1 a;, — 
2 


o Ka; - — / ^ 

A am = e “ — 


sin . ( 4 /H- i) 27 

w -h 1 \ 

a?, 1 >(■ — i)" ^ 2 /i H-« jja? 



yqin^-h/i siu (4 n -\-i)x 




Tels sont done les modes nouveaux de d(^veloppement des fonc- 
lioiis eliipliques, qui manifestent immediatement que les quan- 
tiles \/ k et \/k' sont des fonctions uniforines de to. II suffil en elFet 
de poser x = o dans les deux dernieres Equations du premier 
groupe pour obtenir 


i'K 



i TC 

y k' — e * 


ra(o, 


e’esL-a-dire deux des formules rapport^es plus haul d’apres Jacobi, 
et dont les auLres se tirent aisdment, comme nous le verrons bien- 
t6t. Quant aux Equations du second groupe, elles donneraient, en 
prenant le rapport des d^rivdes, deux termes pour = o, 


sj — 


yA '8 = 


2/2 (4^ 4- \ 

— i)"(4'i 4- 1) 

^(4n. 4- i) 

y 

— i)'H4 n -t- 1) g2/i»-+-rt 


objet de conduire a ces consequences, que je vais donner princi- 
palement en vue de I’^tude des quantiles y~k et {/T' ; j’en indiquerai 
encore un usage dans la question suivante : 


11 . 


La d^rivee de sin arn'a? etant exprim^e par 

v/(i — sin^ Axnx) (i — k'^ sin- am a:), 

il est nature! de se demander si les combinaisons suivantes des 
facteurs du radical 

X (a?, X') = ^/(i -1- sin ama?) (r X: sin ama;), 

Xi(a?, k) — \/{\. sin am a?) ( i — k sin am a?) 

representeront aussi bien’que 

cos am a; = / 1 — sin- am a? et A am a? = y/i — k'^ sin^ am a? 

des fonctions uniformes de la variable. Or, en ddsignantpar a line 
racine quelconque des Equations '^{oc) = o, (a?) = o, on recon- 
nait aisdment que les ddveloppements X(a-f- s), X((a-i-e) com- 
mencent par un terme proper tionnel a e, de sorte que d’apres les 
principes connus (^) on pent assurer ddja que ces fonctions sent 
uniformes. On trouve en effet, par exemple, 


rr , s / TV I — Xrsin^ame — cosamsAame 

X(— K-i-E) = y/i-t- k- , 


A ams 


et la quantitd sous le radical est une fonction paire de e, qui s’an- 
nule avec cette variable. Mais il reste a Irouver leur expression 
analytique, et I’on y parvient d’une mani^re facile comme il suit. 


I -1- k 


tj 


I — /<•' "1 __ ( t -1- A' j sin am a; cos am a; 
’ 1 -I- A'' J A am a; 

on. trouvei'a 


= — — J \ — /f^ sin'‘ am a? -f- 2 sin am x cos am a? A am a?, 
A ama? 




J I — "ik'^ sin‘'‘ ama'-h A:- sin'* amar-t-a/Zsin amar cos ama? A ama;. 

A ama? 


sin am ( 1 -t- A:')a? 


Or il arrive que les quantiles sous les deux radicaux sont des 
carrds^parfaiLs, a savoir : 

( cos ama? + sin am, a? A ama? et (/c' sin am .a? - 4 - cos ama? A am a?)*'*, 


de sorte qu’il vienl simplement 

j^( I -t- /c')a?, I 2j_ /P j ~ ama? -t- 

s i-/dl 

>. 1 ( 1 -+- k )a?, - ^ — cos ama?4 

Posons encore avec Jacobi 

I -t- k 


cos am a? 

A ama? 

k' sin ama? 
A am.r 


sin ama? -1- sm coama?, 


cos ama? -1- cos coama?. 


I k' 

K(2)= iZllLK, 


ces quantitds di^signant ce que deviennent k et K. par le change- 
ment de q en q- on de co en 2to, et mcttons ^ an lieu de .2? ; on 
aura 


1 

Xi 


TT 


7/0,1 • 2iKa? 

aKa? 

/c(2^ = sin am 

+ sm coam 

J 

TC 

7/0,1 2Ka? 

aKa? 

k^^> = cos am 

-+- cos coam 

J 

IT 


carelles donnenl, avec le meme denominateur 


sin coam 




T 


/av' /c 0(207, 'iw) 


iKx I k/k' 


( ^ 
I r 


cua uuaiii = — l / -r • z r > 

^ U( 0 07 , 2 0 )) 

de sorle qu’ayant, comme on le verifie de suite, 




= y/'i... 


•ni 37 


to \ /- / TT O) -i- I \ 

-(-r,i(07, - )=y/-l.e " Til 07 — ) 


on en conclut, en remplagant a: et to pai’ ~ -> 


(iM, *\ = _L 


207 Tt 0) 


4 ’ 4 


\ 7t J 6(07,0)) 




COS( .) «.-!-[) 


— l)'*y'‘"C0S2/l07 


et 


Xi 


^ 2 Ko 7 


i% 4 /^| 


/r ) =e 


j IX — t: o)-t-2 


0(O7, 0)) 

2 n’H- « 


4:/ 2 I)"5r 2 C0S(4/l-+- 1 ) ■— 

kx 


2 ( — O" 5^"^cos2 no7 
Dans ces formules, etk[ d^signent ce que deviennent le moduL 



el son compleinenl par le changement de w en - , el ont pour 
valeur 




9 , //c 



I — k 
^■+■ k’ 


Sous forme de sdries simples, on aurail 
V TT / K ^/k 

— 00 

•rr 1/9 \/ r/ 


X, 


/ 9 K a? , , 


K^k 


^2 

k 


<7" cos( 4 « -t- i) ( - — - 
'9 4 


CC TT 
7 " COS( 4/1 -i- 1 ) ( — 


SUR 


LES FONCTIONS DE SEPT LETTRES. 


Comptes rendus de I ’Academia des Sciences, t. LVJI, r863 (H), p- 


En repr^senlant, suivant I’usage, un S3'steme de p quantites in- 
ddpendantes par la notation Zi^ ou I’on suppose 

i = o, I, 2, p—i, 

toute substitution entre ces quantites poiirra se reprdsenter analy- 
tiquement de la maniere suivante : 

■ Zi 

? 

- 

la fonction 9 (^) ^tant d^termin^e de maniere a reproduire dans un 
autre ordre I’ensemble des p valeurs de I’indice. Ce ii’est, il est 
vrai, qu’une abr^viation de la notation explicite 

•20) -Si) • • • ) •3p— 1 

J 

_ ^ai ^b-) • • • 1 

on a, k sont les nouveaux indices, et qu’on obtient imm^- 

diatement par la formxile d’interpolalion ; toutefois, on verra qu’on 
en lire quelques resultats int^ressants, au moins a I’egard des fonc- 
tions de sept lettres, en prenant pour symboles de distinction, au 
lieu des indices i = o, i, 2, — 1, un syst^me de r^sidiis sui- 

vant le module /?. Sous ce point de vue, la formule d’interpolation 
se simplifie en effet, comme nous aliens d’abord le montrer. 

Soit, pour un instant. 


a^{x) 


bt^{x) 


/ccp (a?) 


a7cj)'(o) {x — i)cp'(i) ■■■ {x — /5 H- I) cp'(/> — i) 
Or, en supposant p premier, et employant le tli^oreme connu 
'■o{x) = xi’ — X (mod p), 

d’ou 

cp'(a;) = — I. 

on trouvera immddiatement 


0(0?) = — a{xP-^ — i) — hx^xP-"^ •+ xP-^ . .-l-i) 

— cx{ xP—"^ -i- i s 'i.P-- ) — ... 

— /cx [ xP—^ -+-(/> — I ) xP-^ -h. ip — I )P~^ ] . 


Ordonnant par rapport a x, et remarquant que les nomLres a, 
b, . . /c, coincident, sauf I’ordre, avec un syst^me de rdsidus, de 

sorte que leur somme 


il viendra 

0(a:) 


ct “4~ b “i“ . . • “1“ k = 0 ( mod p ) , 

a — X [6 -H A:] 

— x'‘‘ [6 -t- ar-Sc +. . .H- (/? — i)r-3A:] 



— xP—^\b-^‘ic -H. . — f)/f ], 


ce qui est un polynome k coerficients entiers du degr^ p — a, et 
dont voici la propri(^t(^ caract6ristique : 

Formons La suite (Les puissances 

OHa?), ¥{x), ..., 0r-2(a7), 

el soil, en general, 

0«(a:) = (/i)o -t- (;i)ia7-t- (n)2a?2 +. . .-h 
je dis qu)on aura 

(n.)o + (n)2(p—i) +. . .H- (n)^n~i)(p-i) = o* 


e'i(o) -4- e«( ij -h. . .-1- 6"(/? — I) = «" -H -t-. .H- A" 

= 1" -f- 2" . .-h k"- 

= 0 ( mod p ), 

de sorte qu’en eliminant dans 9"(^) les puissances de x dont Tex- 
posant est superieur a /> — i, a I’aide de la relation xP~' = i, le 
coefficient du terme independant auquel on sera ainsi amene devra 
etre congru a zero. 

Et, reciproquement, tout polynome a coefficients entiers, de 
degre p — 2 , 

0(a7j = G -f- 'N 


qui remplira ces conditions, pourra servir a designer une substitu- 
tion, car en faisant, pour un instant, 

0(o) = a, 6(i) = 6, — i) = A', 


la fonction (. 2 ? — a) {x — b)...(x — k) coincidera, en vertu des 
relations 

A:" = o, 


avec 


xP — X ou x(x — i)...(a7 — p i), 


et, par consequent, a, 6, k representeront un systeme de re- 
sidus. 

Ces premieres reinarques faites, nous aliens les employer a 
I’dtudedes substitutions, en partantdece fait Evident de lui-mdme 
que, si 9 (a:) est une function quelconque, propre a representer 
une substitution, la suivante : 

S(a:) = a0(ri.- h- y, 

en excluant la valeur a = o, aura, quels que soient {3 et y, la mdme 
propridtd. Or, il est aisd de ddfinir, dans un tel ensemble d’expres- 
sions, une forme reduite, unique, qui, une fois connue, donnera 
toutes les autres, et ce qui se prdsente le plus naturellement e’est 
de determiner a de maniere d rendre dgal a I’unitd, dans Sf(x), le 
coefficient de la puissance la plus dlevee de la variable, (3 en faisant 
disnaraitre le coefficient de la nnissanop immiidiatomftnt inf<^.i'ieure. 
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pourra meme chercher a r^duire ulterieiirement en coaside- 

rant I’expression a2r(tz^), ou il restera encore un entier arhilraire, 
apres qu’on aura rendu dgal a I’unit^ le coefficient du terme du 
plus haul degrd. La notion des formes reduites ainsi dtablie pour 
les fonctions O(^), nous allons, en considerant les cas de /? = 5 et 
p — monlrer comment elles se determinent. 

Premier cas : p — S. 

Les formes rdduites sont 

'^{x) = x, x^ ->r ax \ 

la seconde est i exclure attendu que 

32(.r) = .r* = I, 

et il ne reste a considdrer que la derniere dont le carr^ est 
iP® ■+■ 9.a.r'* -(- a'^x^ ^x-{i -t- a-) -t- •>.a. 

Devant faire disparaitre le terme ind(^pendant, il faul poser 

a = o; 

toutes les autres conditions se Irouvant d’ailleurs I'emplies par 
I’expression 

Sr(a7) = x^, 

il en resulte que la toLalitd des substitutions, pour un systeme de 
cinq lettres, s’obtiennent en employant pour indices 

a(.r -t- 8)® -H y, 

oil I’on n’excepte c[ue la valeiir a = o. M. Betti avail donn^ d^ji 
ce r^sullat dans le Tome 11 des Annales de 'rorioUni et, recem- 
ment, M. Briosclii en a fait I’application la plus ing<^nieuse dans 
son beau travail sur la mdthode de Kronecker pour la resolution 
de I’equation du cinquihme [Actes de Vlnstitut Lombard, 



^(x) ax^ -+- hx . 

Le lerme indepeadaiit de donne immddiatement a = o. On 

trouve ensuite 

-+- bx )\= a?3 ( ^3 3 ^ j _i_ 3 ^2 ^ 

d’ou cette condition 

3 -I- I = o, 6 = ± 3, 

et, par consequent, ces deux formes 

&(a;) = a:* -t- 3a?, x'* — 3 a:. 

La seconde se ram^ne a la premiere en recourant au dernier mode 
de reduction que nous avons indiqu^ en commenqant. On trouve, 
en efi'et, en prenant ) = .2^'' — 3 ^, 

2r(«a?) = a?** — 3 a® a?, 

de sorte qu’il suffit pour y parvenir de poser a^ = — i , c’est-a-dire 
de prendre a non r^sidu de 7. Cela 6tanl connu, on obtient, pour 
la s^rie des puissances, 

I 3" ( a?) s a?^ -t- 3a7, 

1 j = 5,;p8 3a;2^ 

<1 3^ ( a? 1 = x^, 

I 3'*(a;) = 3a?* - 1 - a?, 

I 3®(a?) = 3a7* -H 6a?2. 

Ainsi toutes les autres conditions se trouvent remplies d’elles- 
memes. 

Soit, en dernier lieu, 

3(a?) = a?s + aa?* + bx^ -4- car; 

on aura, en ^galant a z^ro les termes inddpendants dans le carrd, 
le cube, et la quatrieme puissance, 

2C + = o, 

6(3-t-6acH-6*) = o, 

ab^ -H 4 -t- 2 ( 2 a -(- c2) (i lac b^) =’o. 


} 
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La seconde Equation conduit ^ supposer d’abord b ~ ce qui 
reduit la derniere a 


Or, en y faisant 


(2 a -t- c 2 ) (l -h- 2 ac) = 0 . 

c = — - a* = 3 < 22 , 

■1 


elle donne I’identite 


i{a a’*) — a^)~‘i{a — a^) so; 

on a done cette expression 

2r ( rj? ) = a?® H- ax^ 4 - 3a-x, 

oil a reste ind^termin^, mais que nous pouvons ramener aux cas 
de a = o, a = I et a = 3, d’apres la relation 

a2r(aa7) s a?® — aoc'^x^ -h 3 a'^afix. 

On verifiera aiseinent que la cinquieme puissance ne renferme pas 
d’ailleurs de terme inddpendanl. Supposons enfui que h ne soil 
pas = 0 , les deux dernieres equations donnent, en y faisant c = 3a^, 

3 — 3a^ -i- 62 = o, 
a 4- a* = o, 

d’oii ces deux solutions 

I a = o, 6 = ±: 2 , 

on en conclut ces nouvelles formes reduites 


2 r(a;) = ±: aa?*, 

Srfa?) s 378 4 - ax^ zt. x^ 4 - (a non rdsidu quadratique de 7 ), 


que nous ramenons, en operant comme tout 4 I’lieure, a celles-ci : 
2r(a7) = a?® 4 - 

&(a7) = i&®4-3a7® d= a?* — a?. 



± 3 a:, 
a:® 

ax^ X ( a quelconque), 

x^ -+• ax^ dz X- -t- 3 a-x (a non residu de 7 ). 

G’est le resultat que j’ai deja indiqu^ dans une Lettre adress^e a 
M. Brioschi, et publi^e dans les Aniiaies de iVf. Tortolini; je vais 
le completer en presentant quelques remarques sur les diverses 
fonctions et me servant a cet ell'et des formes rdduites pre- 

cedemment obtenues, savoir : 


^■(a?) = a?* -t- 3a-, 
ar® aa--, 
a:-® -t- 3 a?, 

x^ -h 3 x^ — ar, 
a7® -t- 3 a;^ ±: ar2 — x. 


A regard des deux premi<^res, je distingue en deux groupes les 
valeurs de x, suivant leur caractere quadratique par rapport au 
module 7; on trouvera ainsi 


x‘^ -h 3x ^ 2 X 
= 4 ^ 

a?® 2X- ^ 3x^ 


(x residu quadratique de 7), 
(x non residu de 7 ), 

{x residu quadratique de 7), 
{x non residu de 7). 


Pour la troisieme, je distinguerai les indices en residus cubiques, 
et non residus par rapport kj, et il viendra 


a ;5 -+- a?* -1- 3 a? = — 7 .x (x residu cubique de 7), 
s-H2a.- (a? non residu cubique). 

Pour les deux derniers enfin, on par viendra encore a des formes 
monomes, mais sous un point de vue bien difF(5rent, car on trou- 
vera 

a75-i-3a;® — ar = 3 a? 2 , a? < -^ 

2 


7 


3^5 _i_ 3^3 -+• ear- — a? = (3 4- e ) ar2, ar < 

s( — 3-He)ar2, a;> -• 

Ces remarques, qu’on veriTie facilement, autoriseiit jusqu’^ un 
certain point peut-etre a supposer que, dans I’etude des formes 
analjtiques de substitution pourun nombre premier quelconqueyj) 
de lettres, les expressions que nous avoirs nominees rdduites se ra- 
meneiit elles-m^mes a d’autres beaucoup plus simples, en coiisi- 
derant les valeurs de I’indice com me residus ou non rdsidus de 
puissances dont I’exposant diviserait p — i, ou bien encore comme 
divisees en ces deux s(^ries 

ar = 1 , 1, 3, .... 

p ■+■ i -H 3 

X = 1 , !■ 

a j 

Soil, par exemple (')) tine substitution reduite de la forme 
/ /ini \ f ) 

S ( ar ) = aa ?“ \x ^ -h i) — bx^ V^ar ' — i / ; 

il est clair qu’on aura simplement 

Sj ( a' ) s a aarw (ar resiclu de p), 

— ibx^ {x non rdsidu de p)\ 

c’est a cette categoric qu’appartient, dans le cas de p = ']i I’expres- 
sioii 

^■(a?) = — ar® — ‘ix^, 

qui vdrifie les relations 

2r[a2r(ar) -+- b] = (^x ■+■ j (fts-H- ib-) {a rdsidu de 7), 

2r[3rCa7)] = x. 


P — ' 

y 

'I 


(‘1 Avant cet exemnle dans leauel d est un nombre nremier auelconaue. Her- 



representees ainsi : 


j i ’ ] \ residu de 7) ; 

( ^ax+b ) ( -3a2r(.r-t-6)-+-c ) 

d’ou celte consequence, indiquee pour la premiere fois par M. Kk 
necker, qu’une fonction de sept lettres, invariable par ce systen 
de substitutions, ne pent avoir que trente valeurs distinctes. 



d’une 


lettre de m. hermite a m. brioschi. 


Journal de Crelle, t. 63, 1864 , p. 3o. 

« En appelant, coinme vous le failes ('), U la forme ciibique 
proposee, H le hessicn, K le covariant du slxieme degre, eL 

^ ^ 

dx dy dz 

dli M ^ 
dx dy dz ’ 

^ ^ ^ 

dx dy dz 

le covariant du neuvieine degrd que vous avez a bien juste Litre 
introduit dans la tlveorie, j’ai remarqud qu’il est decomposable eii 
facteurs lindaires et que tons ses invariants sont des puissances du 
discriminant de U. On le prouveau mojen de Texpression corres- 
pondante a la forme canonique \] = x’^ ^ I xyz^ qui 
est 

0 = R(a73 — y'^){y ^ — — x"^)^ 

abstraction faite d’un facteur numeriqiie, R etant le discriminant. 

)) D’une maniere analogue, en ajoutant aux trois contravarianis 
que M. Cayley ddsigne amsi, PU, QU, FU, le contravariant du 

(‘) Comptes rendus de I’Academie des Sciences, t. LVI, i863 (I), p. 3o4. 

H. — IL '9 




dV\} rfPU 


rfPU 


d\ 

dr^ 

cK 

i/QU 

r/QU 

^/QU 

d\ 

d:(^ 


f/FU 

i^FU 

t/FU 

d% 

dr. 

cK 


on parviendra, si J’on suppriine un facleur numdrique, a 

0 = R(^3_r)3)(7l3— 


d’ou resultent les monies consequences que pour 0. 

» Mais la valeur de sous forme de determinant suggere natu- 
rellement d’appliquer votre mdthode a la relation PU = o en mul- 
ti pliant par 

I « P T I 


ce qui donne 


L = 


d'f\ d^ 


iiA = 3(QU FU - 2 FU QU ) 


^PU 

d'r\ 


^;PU\ 

d^ r 


sous la condition adniise PU = o. 

» EfTectivemenl il esL aise d’oblenir 


Q’'= FU(QU)*— <2T(FU QU)2h- R(FU)3. 


T etanl I’invariant du dixieine ordre et R le discriminant. Faisanl 
done 

_ QU 


/fu' 


on aura 


QA 




rfPU' 


Q =(FU)V2* — R 
et, par suite, 


.d?\} ciPU 
+ H-y. 


dr\ 

dX 

6 . 

dz 


d^ 


d-T\ 


dX, 


sj Z '* — 2T.32_^ R 



llJJUV/llVJil I O UVJ \ a Ju iaXVl.3 a \ ai laULS 


ainsi que vous Favez fait a I’egard de 0® et des trois covariants. 
Voire iiietliode qui emploie les quantites Sab^ T^a de M. Aronhold 
ni’ayanl entiereinent (5chapp6, voici celle que j’ai suivie. J’ai pris 
pour point de depart les expressions canoniques donn^es par 
M. Cayley 

PU =— ^3)^(4 /3 o, 

QU =(I— loZ^) (^ 3 +Y 13 H-? 3 )_ 6 /- 2(5 

FU =— 

^3_l_ ^3)2_24 /2(^3_,_.^3_,_ _ 34 / ( i .2^3)52^2^2^ 


d’oii I’on tire, en faisant 

0) = I -H 8 

^3 P H- + 5,.,, = _ ' FU + ( QU )*. 

4 w 4 ^ 

53^3^3 = _.^(QU)3, 


de sorle que le rdsultat clierch^ s’obtiendra en calculant le discri- 
iiiinant de I’dquation du troisieine degrd 

/3_^2iZl|/!QU + Ar-^FU + — (QU)-^1 + -^(QU)3 = o. 

CO^ ^ L 4w J w3 ^ ^ 

Ou en faisant 

.<-2^=0, 

0)3 

on a la Iransformde plus simple 

83-^0.22-0™ _E!^ = o, 

OJ 0) Oj3 

et I’on en ddduit, abstraction faite d’un facteur numdrique, 

(53__^3)2(.^3_J;3)2(^3_53)2 

= — J.FU(QUp— 2(1 — 2o^«— BZ6)(FU QU)2-1- U)3(FUP1, 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


29a 

» Peut-etre ne serail-il pas sans int^retde rapprocher la subst 
tulion precedente de la vdtre appropriee a I’equation PU = 0, < 
aussi d’envisager, a la place des Equations U = o et PU = c 
celles-ci 

aU-4-6HU = o, aPU-H6QU = o. » 


Paris, 21 fevricr i863. 



SUR UN NOUVEAU DEVELOPPEMENT 

EN SERIE DES FONCTIONS. 


Coniples rendiis de I’Acaddmie des Sciences, t. LVIII, i8C>/i (I), 

p. 98 et 266. 


Les f()ncl.inns uniformes de plusieurs variables a periodes siraiil- 
tan^es par lesquelles MM. Weierstrass el Riemann ont rdsolu le 
probleme de I’inversion des intdgrales de difTdrenlielles algebriques 
quelconques sonl reprdsentdes, coinme I’on sail, par le quotieiiL 
de deux series telles que 


g-Cp(x-h/«, ...) 


Oil cp d(5signe uiie forme quadralique donl la parlie rdelle esL ddliiiie 

et positive, le signe s’dtendanLa tomes les valeurs des nombres 

entiers ni, n, p, ... de — co a -1- cjo. L’61(5m.ent fondamental de ces 
noiivelles Lranscendaiites, ainsi donne par I’expression 

se presenle dans toutes leurs relations analytiques, et acquiert par 
la line importance dont il est impossible de n’^tre pas frappd. I^a 
tbdorie des fonctions elliptiqijies, d(5ja assez avancee pour donner 
I’idee de ce qu’on doit attendre de ces transcendantes ^ plusieurs 
variables, justifie particulierement, a I’dgard de I’expression e" '", 
ce caractere d’l^lement essentiel dans I’expression de leurs pro- 



naissance, coinme le radical 


( I — 2 a d? -i- a2 ) 2 ^ 

et rexpression 

[i — 2 a(a;_/ -h cos0^/i — x-\J \ — 

qui joue le principal r6]e dans plusieurs des plus importanlcs 
questions de la Mecanique celeste, a un sysLeme de polynomes 
entiers, pouvant servir an developpement des fonclions d’uii 
nombre queJconque de variables. Mais, Landis Cjue les fonclions de 
Legendre et de Laplace condiiisent a des ddveloppements ou les 
variables sont renfennees dans les liiniles — i et +i, il sera 
necessaire ici d’embrasser toute I’elendiie des valeurs reelles de 
— oo a 4 -qo; on verra, du reste, entre les propriet^s d’expressions 
d’origine si dilFerente, I’analogie la plus complete. Je comrnencerai, 
afin de la meilre dans tout son jour, par le cas des fonclions d’lnie 
seule variable et des polynomes semblables a X ,2 qui se lirenL de 
I’exponentielle e~^'\ 


L 


Designons par la derivee d’ordre n de de sorLe 

qu’on ait successiveraent 


et, en general, 


Uo=i, 

Ul = — 237, 

U 2 = 4^* — 2, 

1)3 = — 8a?* -t- 120?, 

Uv = i6a?i — 48a?2 -I- 12 , 


(— I )" = ( 2 a? )" ? i ( 2 a ? )"-2 H 2 il i ( 2 X )"■-’* 


ou, sous line autre lorme 


(-1)- u, 


/^(/^ — — i-i 

'2 


quand n esL pair, et 


1 . 2 . 3 . 4 


n( n — ■}.)( n — i) (n — 6 ) 
i .2. 3 . 4. 5 . 6. 7. 8 


r. 2 . 3. 4 . 5. 6 


2^2?8 — . . 


2^37® 


(-r) ^ U„ 




n — i (« — 1 )(/^— 3 ) 

= a? 2 a?® H — — — - 2- a;® 

1.2.3 I. 2 . 3. 4 . 5 


1 . 2 . 3 . 4 • 5 . 6 . 7 

quand n esL impair. 

Cela pose, on demontrera alsdment les propositions suivanles : 


\. Trois poljnomes consdcutifs U//, U«_t soiit lies par la 

relation 

U,i+1 -t- 2x1],! ■+■ — 0 

et, par suite, peuvent ^tre considertis comme les rdduites succes- 
sives de la fraction continue 


On a de plus 


dUn 

dx 


= — 2ftU„_i, 


et Ton en conclut I’dquation du second ordre 


dXJn 


2. L’dquation U/^=o a toiites ses racines r<5elles; ces racines 


71 = 0, et la suivante J e ‘‘Urt U,/ clx esl niille quand n est dif- 
ferent de n' . Pour n = n\ on a 


/ e'~^'^\j\dx ■= . .'in.sj'sz. 


4 . Tout poljnome enlier F(^) du degre ii pent ^trc exprime 
nsi 

F(a 7 ) = A,oUo-t-AiUi-{-...-f- 


les quantiles A^, A,, ... etant des constantes. II suffit, en efret, de 
remarquer qu’on a pour une puissance quelconque 


u„+ U„.,+ 


I r .2 

n(n — t)( 71 — 2 )(rt — 3)(71 — 4)(/7 — 5) 


1.2.3 


U «-6 


et en general il en est de mime de toute fonction F(a:) en preiiaiit 

A„= 1 _r e-*-^U„F(xOrfir. 

2.4.6...27!,./^ 


Un des caracteres de ces diveloppements consistera en ce qii’ils 
gardent la meme forme apres la difl'erentiation et I’integration ; on 
a en efl’et 


F(.r) = ^A„U„, 

F ) = 2 (/i -4- () A,i4-i U, 

5 . En particLilier, on obtiendra 


cos2wa7 = e-w* ( (Jo U,-! 

f .2 " t . 2 . 3.4 


U,-... , 


= — 


ll)* 


u.. 
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Cos (livers resullats se retrouveront d’ailleurs al’dgard des fonc- 
tions |)lus genc^rales qu’on tirerait des derlv(Bes successives de I’ex- 
pressioii e""’'’, qiie j’ai reconnu indispensable d’employer dans 
cei'Lalnes circonstanees. Sans m’y arreter en ce moment, j’arrive 
aux polynomes analogues a U„, ct qui renferment un nombre 
qiielconque de variables ('). 


sin ( /I H j » 

(') Kn posaiU a; = 2 costp, les qiiaiuit^s V„ = 2 cos« o, U„ = — sftront 


aussi des polynomes dii degrc n en lels que les inliigrales 


dx 

et 


J ^ 2 f[ — X- 


U„- i/- -dx 

../_<) V 2 -H (T 


seront nulles ou 6 gales k 2-11 suivant que n esl clifl'drent cle /i' ou lui esL dgal. Ces 
polynomes salisfoiit aux equations din’drentielles 


{x^-\ 


d‘\„ dV„ 
dx- ^ dx 


, 0 ,.d-\]„ , 


donl la premiere est donnde dans VAlgebre superieuve de M. Serret. On pent 
dgalemeiiL les considdrer eonimc les ddnominaLeurs des rdduilcs successives des 
fractions continues suivantes : 


2 2 




Soil o(x,y, s, . . .) Line forme quaclratique a [ji variables cc, 

5, . . . et dont la partie reelle soil definie et positive : desi^nons par 
r, le contrevariant quadratique ou forme adjoiute de 

Gauss, et par o Finvariant. Nous considererons deux systeines de 
polynomes rationnels et entiers en a;, y, 3 . . . qul seront definis de 
la maaiere suivante. 

Developpons en premier lieu, suivant les puissances des ac- 
croissements A, A,, Ao, Fexponentielle 

g— j-t-A,, z+Aj, ...) ^ 

el en reinplacant, pour abreger, le produit i.2.3...n par (/i), 
posons Fegalite 

e-^(x+h, y+A., z+A, ,-) ^ e-cp(;r, y, z, ■■■) V ■ 7- . ; - • - U„ „/ u" \ 

Au{n){n ){ti )... ’ ’ 


les quantitds rationnelles et entieres cn .r, . . . et 

d’un degrd dgal a n n' n!' formeront le premier sysleme. 

Le second s’en ddduira par une substitution lineaire elTectiide 
sur les accroissements A, A,, Ao, . . en introduisant le polynuiue 
!l/(A, A^, Ao, . . .), nous ferons 


h = 


d'^ 

'dk’ 


A,= 


d<b 

dki 



el ils seront ddfinis par le ddveloppement suivant les puissances de 
A, A^, Ao, . . . de Fexpression 

/ d'h d<li f/J/ \ 

+ y+~, •••;. 


Nous les designerons par en posant, comme tout a 

Fheure, 


/ avj d<v dii \ 




k^k'l'kf . . . 
{n){n'){n !') . . 


V„,. 


Voici maintenant comment s’obtient leur propridte caracleris- 


/ \ 

on aura, d’apres les Equations mdines de definition, 

(Ti/ 1 t 1 XT' h"^ h'l’ li'l," . . . 

e-^i{a:,y,z,...)— y, z, ...) y - -t — ? - a' ,i" 

jU{n){n'){n'')... 


X 


/c“/f77cf .. ■ 
\(/i}{n')in") . . . 


^ n, n', n", ...• 


Multiplions par Hxdydz ... les deux inerabres, et integroiis 
p. fois entre les liniiles — oo et oj; [’expression 

cr: • . . e--'l>U-, j, 3, ...) (lx dy dz . . . 

nous conduira au rdsultat par line transrorniation bien simple. 
Posons, en ellet, 

t u 


y = 7) — A,- 

z==r,-h,- 


dk, ’ 
dk .> ' 


les limites des variables I, v), ... seront toiijours — oo et H- co, 

et Ton vdrillera sans peine que 

y z) = <p(t n c + 

r, Tu, 7 -t- •+•• 

L’intdgrale cherchde est ainsi raiuende a celle-ci : 

Mais de plus, et d’apres la nature du polynoine adjoint 


on a 1’ identity 


yti, /cj, . . .), 





3oo 
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de sorte qne nous parvenons a la relation fondamentale 


rL 


■ fi’^ __ X 


■ dx dy dz . . , e-q)(ar,r, z, ...) 


V. 


A4{n){n'){n') . . . {n){n' ){n"). 

II en resulte immddiatenient cette consequence c^ue I’int^grale 

J J ' " \}n,n',n", „i’, tn’\ ... dx dy dz . . . 


s’evanouit, si aucune des diflerences n — m, n’ — m\ /?" — /n", ... 
n’est nulle, tandis qu’en supposant n = m, n' — m\ ri!' = m\ ..., 
on a 


J J' ' " n,n\n'',...dx dy dz . . . 

Cette proposition pent servir de base, coniine on voit, a I’etude du 
developpenient d’une fonction F(a7, y, z, . . .) sous cette double 
forme 

(^1 .?') -"7 . . . ) = A,i^ fi', n ", ... n", ... = B/j, u% n", .., ^ n, n', n", ...7 

les coefficients etant ainsi determines : 


■^71, n', n ", ... — 




. . . e 


(^)( 

X y n,7i’,n",... F (a?, y^ z, . . .) dx dy dz . . . , 

g—cp(u:, y, 2 , ...) 
X F(a7, y, z, , . .) dx dy dz . . .. 




111 . 


Jc vais donner quelques nouvelles remarqaes siir les polynomes 
tires des ex.poneiilielles •••) et qui peuvent etre 

employes, comrae je I’ai fait precedemment {Comptes rendus, 
t. LVIJI, seance du i i janvier), an ddveloppement en sdrie des 
fonctions d’une on de plusieurs variables. J’indiquerai, en premier 
lieu, line modification Idgere a apporter a leur definition, et donl 
I’eHet, coinme on le reconnaitra, est de simplifier leurs expre.s- 
sions algdbriques. Ainsi les equations 


et 


h" h’l' h'‘" . . . 
jLt in){n' )(/i" ) . . . 


flh 

'U' 


rl'h 

luTy 


'jLi’ 


Q • z, 


■■’2 


/."A-V/d!’' 


( )i){n' ){il" ) . . . 


' n,n 


que j’avais d’aliord donnees, seront renqilacees par eelles-ci : 


I h" h'\' h'C . . . ,, 

= ^ 

i V ' rs 


cili 


2 0 ! 


1 1 
’ ^ 2 0 "/■ 




/d'/d/'A-f . . . 


){ii’') . . . 


V/i, ti\ n'\ ...• 


Kn particidler, pour le cas d’une scale variable, je |)()serai 


" , n 

— 

e - z= e ^ 


^ U 0 -I- — U ) -h -j — - U2 • ) , 


et I’on aura de la sorLc 

n.{n—\){n ~ ■i ) (n — ^)k n — !\){n - b) ^ ^ ^ _ 


'X . 4 • fj 



(-uHL 


1 .3.5. . .n — 1 .a- 

nax- n(n — ‘ 2 )a-x'> n{n — 2 )(« — 


I . 2 . 3 . 4 


I .2.3.4 .5.6 


-f-. . 


et pour n impair 


(-1) ^ U„ 


n-hl 

j .3 .5. . .n.a ■ 


(n — i)ax^ (n — \)(n — 3)n-x^ {n — i)(^ — 3)(n — 5)a^x'^ ^ 

\ -y- — - — ^ ■ ' — . » ' « " 


1.2.3 1.2.3. 4-5 1.2. 3. 4.5. 6. 7 

A ces formiiles j’ajoulerai encore les relations 
U„4-i — axUn -t- a/i U„_i = o, 


d‘-\]n d\]„ 

-Si — + =0, 


-ILL- 

/ e ^ UnUrt'G?^? = 0 

4 - « r — 

/ e ^ U?,<ia7 = i.2.3...rt.a'‘l^^. 

Maintenant j ’arrive aux poljnomes a plusieurs variables. 


IV. 


Soil, en considdrant pour plus de simplicitd le cas de deux 
variables seulement, 


'pC^j = ax--\- 'xbxy -+- cy^\ 
nos polynomes seront definis par I’dcjuation 


(p ( x—/i, y-hi ) — r <p I J ) h h'i 


ou bien 


2 ^ •' X’ _L_Li_ TT 


7,9'dhhi)-^ h'”^ h’l 


NOUVEAU DEVELOPPEMENT EN SERIE DES PONCTIONS. 3 o 3 


On Lrouvcra ainsi, en faisant, pour abreger, 
ax-^-by=^\^ 4 - cjK = Tf)) 


les valours 


Uo,o = 1 1 
Ui,o=^, 
Uo,,= r„ 

^2,(1 = — «, 

Uo,2= 


U3,o= -3a^, 

U-),i = ^-'^1 — 26^ — at], 
Ui,2= ^rr — — 

Uo,3= 'r,'^ — ‘^cr,, 

U4,o= — 6a^^4- 3a2, 


Gbneralement, soil 


s n(n — \ ) „ /i( n — \ ) (n — 1 , (n — 3 )„ 

F/, ( 3", a) = x'‘ ^ a ^ L ^n-h . 

2 2. i] 


c’esL-a-dire [’expression inline de U«, quaiid on y aura mis ^ au 
lieu de .v ; on aura 


U/;/ , 7 ) — F/zj ( ^) F 71 ( ' 0 " ^ ) innb b //(— i 0 ,) F,j_ j ( v), c ) 


m/i{ m — I ) ( /i — 1 ) 7 ., p 


F,„.-2(^, a) c) 


mn{m — i ) ( n — \){ ni — 2 ) ( — 2 ) 
1 .2.3 


b'^ a) F„_ 3 (r), c) 


A I’egard des polynomes ^ ,n,ui I’bcjuaLion de ddfinilion donnera 




1^7 ( k, ki ) 

— 2 




V 




d’ou Ton voiL que leur expression coVncidera avec la pr^cbdente en 
inettant x el y au lieu de i et tj, el en remplaganl 6, c par les 

coefficients de la forme adjointe ^ divises par le determi- 

nant § = ac — b-. Cela posd, on obtiendra aisement les relations 

U 777-+-i,7i — $ ^m,n, “i" b/l\] /ii^n~\ = 0, 



diiierences parlielles 


d‘^\iin,n , /, ^ „ tt 

“ ^ * -rff^ o, 


d-\] niyti , 1 d\},)i,n , „ TT 

C T—. H O — Tj — V] -j m,n — 0 • 

di, d-(\ d'f\ 


dr:- 


Je joindrai aiissi a la relation fondamentale 



?(•»•, r) 

e ^ 


dx dy — 0 , 


les suivantes 



<?(•*•./) 


^ m,n^ l>,q dx — 


O, 


SOUS la condition et 



— - 9(.f, v) 

e ' =0, 


en sapposant n > q. On en ddduit aisdment 


L 


e - U, 


0(37) dx — o, 





Um,« Sr(r) dy - 0 , 


G(^) et2?(y) dtantles polynomes eiitiers en x ety cles degrcs m — i 
et n — 1 , a coefficients arbitraires. Voici la consequence {ju’on en 
deduit. 


V. 

Je dis que I’dquation Uw,«— o, considdrde par rapport a 
admet au inoins m racines reelles, quel que soit jp, et envisagee 
par rapport k n racines rdelles quel que soit x. Emploj’^ant en 
eflfet la belle mdtbode donnde par Legendre dans les E xercices de 
Calcul integral pour les fonctions X„, je supposerai i racines 
reelles, 


f{x) — {x — Xx)(^X ~ Xi) . . .(x — Xi), 
= F(a7), 

je prendrai 8(:») = f{oc)^ ce qiii doniie 

/ '*■ “ — - !p (.r, y) 

e ^ f^{x)Y{x)dx — o. 


Oil en concluL que le poljnome F(a:?) change de signe au tnoins 
une fois enlre — od eL + oo, sans qiioi I’int^grale ayant Ions ses 
dleinents positifs ne ponrrait s’^vanoiiir, de sorte qii’on pent ajoiiter 
une noiivelle racine r^elle aux pr^cedenLes, eL poursnivre ainsi 
jusqu’a ce qu’on soil amen^ a la limiLe du degre de 6(a7V Cela 
donne par conse^quent m racines rdelles pour et en operant sury 
on trouverait de meine le r^sultat annoncd. Mals on peul aller plus 
loin el (5tablir que I’^qualion o, consideree par rapport a x 

ouy, a toujours toutes ses racines reelles. 

Reiuontant a cet ell'et a la delinition lueme de nos I’onctions, 
savoir 


- icpi.r.y) 
e 


u,„,„ = (— 1)"‘+"' 


(^in+a Q 


9 1 ■or) 


clx'f>- dy’' 


je reinarque qu on a pour m = o 


1- , -q9i'Or) 

-7, 91-or),, 

e - Uo,„ = (— 0" 


dy»- 


de sorte qu’on pent ccrire 


1 “ ; 9 1 ■*'. r 1 

-5 91'Ori^T / ^ Uo « 


Or on a, d’apr^'s I’expression gdiidrale [)rdcddemment donnde, 

Uo.rt ~ c), 

et, en verlu de la liaison reinarqu^e enlre F,, ct les fonclions U// k 
une seule variable, nous somines ddja assures que I’^quation 
Llo,«=o admet n racines r^elies par rapport k •r\ = bx cy^ et 


de 


a /2 — I racines dans I’intervalle des precMentes. 

dx ^ 

Mais, en raison de ce meme factear exponentie], I’expressioii 

— i 9 ( jl’, j) 

e ^ Uo,/; s’annule pour x = — oo et ^ = -|-qo, d’ou resulte 

n^cessairement, dans la ddrivee, deux nouvelles racines, Fune enlre 
— GO el la plus pelite racine de Fequation Uo,/i= o, Fautre enlre la 
plus grande et +qo. 11 est prouve par la que la nouvelle equation 
o admet /i + i racines; et, en continuant de proche eii 
proclie le meme raisonneinent, on etablira Fexistence de in-\-n 
racines reelles pour Fequation o, dont le degrd est m-k~n 

par rapporl a x. La meme chose aura lieu dvidemment a Fdgarcl 
dey, et notre proposition se trouve ainsi deinonlrde. 


VI. 


Je terminerai par une remarque sur la valeur limite, lorsqii’on 
suppose /} tres grand, des termes du ddveloppemenl d’une fonction 
F(a7) par la formule 

ou le coefficient A, ^ est, comme on Fa dit prdcddemrnent, ddlermintS 
par la relation 

A„= ! n\/ ~ I ® ^ l]„F{x)dx, 


et qui pourra servir a la recherche des conditions de convergence 
de ce ddveloppement. Suivant a cet effet la melhode donnde par 
Laplace dans la Connaissance des Temps, annde 1827, et appli- 
qude par ce grand gdometre aux fonctions X„ de Legendre, je 
reprdsenterai Fintdgrale de Fdquation 


dx"^ 


dUn 

ax — j 1- anV,, — 0 

dx 


par 


U„ = /»sin(a7v/art)+gr cos (a? /an). 


ax p — 1 — 


A- * 


ax-p- , 


dx ' """ dx 


dq r d-p dp 

2 axq — — ' — ^ 

dx 


\J an \ 


dx‘^ dx'" 


el par suite, en negligeant ies terines divis^s par sjn^ 


dp 


dq 


axp — ^ ^ ~ ^ 'iTi; ~ ® 


dx 


d’oii 


jo = ae^, q = 


Les constantes a el ^ se ddlerminent d’apres la condition que U« 
soil une fonction paire ou impaire de x, suivantque n est lui-m^me 
pail’ OLi impair, et en comparant au premier Lerme des ddveloppe- 
ments 

nax"^ 


(— i)- U,t= 1. 3 .5. . ./I — I 


n-t- 1 «a-i r / ^ T -I 

(-,— U,. = 1.3.5. +...]. 

On obtient ainsi pour n pair I’expression limile 

A„U„ = ^ — cos(a7\/^)x - y e * ¥{x)co%{x>/^) dx, 
et pour n impair 

/ — n.r’ -H-oo 

—• e sin(a7\/art)x - / e * F(a?) sin(arv/^) 


Rn melLanl dans les intdgrales -^=. au lieu de x, on peat dire 

y an 


encore que les termes du developpement tendent de plus 

en plus a se confondre avec ceux de la sdrie 


e^ - [a,t cQ?,{x )/ an) + b n sin(a?/^)], 



“'•=^ 


-)-00 _ 

g 4«F 

-f* oo 

e '*«F 


cosx dx^ 


sina? dx. 


Ces expressions en serie an moyen dn polynome U/^, d’apres une 
observation importante faite par M. Bienaymd a I’occasion d’un 
Memoire de M. Tchebichef Les fractions continues [Journal 
de M. Liouville, annee i858)], appartiennent a cette cate^orie tres 
^tendue de developpements qui donnent des formules d’interpola- 
lion par la m^thode des inoindres carres. Je remarquerai enfm epic 
la quantile U„ s’ofl’re dans la theorie de la chaleur el a e'te deja 
consideree par M. Sturm dans son beau Memoire sur une classe 
d’ eejuations aux differences partieiles (* ). Si I’on designe par u. 
la teinp(5rature d’une barre non homogene, dc petite epaisseiir, 
placee dans an milieu d’lme temperature constante, on a, eomiuc 
on sail, I’equation 


Considerant le cas ou, pour x=\^ t—'z^ la fonclion u s’annule 
avec ses n — i premieres derivees par rapport a M. Sturm donne 
I’expression suivante 

/kt\"- 

— — j (P-he), 


ou le polynome P, en faisant 


a pour valeur 


"=V- 


{in — 2 ) 


I . 2 . 3 ( 2 — 6 ) 


Or, on a ainsi predsement la fonction supposanl 

la constante a egale a -• 


EXTUAIT 


d’une 

LETTRE' ’ DE M. HERMITE A M. BORCI 


Journal de Crelle, t. 64, i865, p, 294. 


« PartanL de ce resultal si beau de Jacobi, savoir 

X — I — i)" 

1 .2. . ./? .2" ’ 

j’ai consid<5rd des polynomes a deux variables 

d'*- y'^ — i)" 
dx^ dy'^ 

SOUS la condition a +■ [i = n, ou plus g^n^ralement 

d" { ax^-\~ ’i.hxy -f- cy ^ — i y- 
dx^ dy^ 

en imitanl exactemenl comme vous voyez le mode de g^n 
yjOLir passer des sdries elliptiques ^ aux sdries ; 


apporter au radical i — lax + < 2 -, et c est aux expressions siu- 
vantes 

v/ 1 — lax — 2 by -+- -i- 6^, 

on 

\/ 1 — lax — iby -t- A a'i -f- 2 B a6 -t- C^-, 


que je me siiis arrete tout d’abord. La grande importance du deve- 
loppement de la fraction ^ 5 appelait dgalement mon 

attention sur I’expression ^5 : r?’ et c’est ici que 

I ~ lax — -lo y a - * 

j’ai un premier rdsultat a vous indiquer. 

» Soit en effet 

-r 5 7T = 'V 

I — lax — -iby a- 

Ua,p sera un polynome entier en x et y du degrd a + [3, et I’on 
aura 

J' J = 0, 

I’integrale ^tant prise entre les limites ddfmies par la condition 


SOUS la condition que la difference a-4-{3 — y — S ne soit pas nidle. 
Mais, en integrant le produit de deux polynomes diffdrents, on 
n’obtient plus zero, s’ils sont du meme degre. Pour retablir I’ana- 
logie avec les fonctions d’une variable ayant pour origine le dc've- 

loppement de ^ semble ici se perdre, j’ai pensd 

a deduire des polynomes Ua,p d’un inline degrd, d’autres en meme 
nombre qui en dependent lin^airement, auxquelsje donne la deno- 
mination Va,p, de maniere a avoir 


II Ua.p Vy,5 dx dy 


tOLites les fois que les deux indices a et p, y et S ne seront pas 
simultan^ment dgaux. Ce sont precisiiment ces polynomes qui 
m’ont donnd la generalisation des fonctions de Legendre que je 


» v^uxibiueraiiL la lonrie lemaire en a, tv, c 


C--+- -lacx -+- 7. bey H- a'^-h b^, 

j’observe qu’elle a pour forme adjointe 

(c — ax — bvY — (a^ b-) (x- -+- y"^ — i); 

or en y faisant pour simplifier c = i, e’esL le radical 

\/( I — ax — by — (a'^-h- b'-) {x'^-h — i ), 

doiit le d^veloppemenL donne naissance aux polynomes el, si 
I’on fail 


/( 1 — ax — by)^ — (a^ b‘^)(x^-+- y- — i ) = a°- 


on aura ce nouveau rdsullal 
)) Soil 

a -h 6 = /i, 


n.n — \ . .n — a-f-i 
I . -i . 3 . . . a 


les j)olyiiomes seronl exprinnis de celle maniere : 

y _ /la d”- (x^ y'^’ ~ \ )"■ 

*’P“ dx^ dy^ ’ 

el I’on oblienl 1’ analogic anssi complele cpie possible avec les fonc- 
tions de Legendre. Operant done comme le fail Jacobi [Joiiniat 
de CreLle^ 1. 2), au moyen d’inlt^gralions par parties successives,, 
je trouve quelle que soil la fonction F(a?, y) 


II 


F(a7, y) 


d>i{x^- 


i)« 


dx<>- dy^ 
d" ¥(x. 7 ') 




entre les limiles 
J’en conclus que 


x^-+-y^^i. 


II Va,p Vy.g dx dy = o, 


si les degr^s a + [3 el y + o ne sont pas les m^mes, comme cela 


si I’on fait abstraction du faoteur x ou suivant que a ou j3 est 
impair, represente une courbe ferinee, la distance d’un quelconque 
de ses points a I’origine etaiil moindre C[ue I’unitd, de sorte qu’elle 
est comprise dans I’inlerieur du cercle 

y^— I . 


D’apres I’egalit^ fondamenlale 



Ua,p Vy,o dx dy = o, 


tantqu’on n’apas a la fols a = y et ^ = 5, on voit que, dans I’inld- 
rleur de ce cercle + i--= i, loute function F(^, y) pourra 6ti'e 
developpee de ces deux manieres 




qu’il semble impossible de ne pas considerer en m^me temps. J’ai 
deja trouve un fait semblable d’un double mode de d^veloppement 
en m’occupant des polynomes tirds des ddrivees de la fonction 
g^7.v»4-2i.i7+fr’ (^Comptes rendus, 1864 ) ). 

« Les integrales suivantes qu’on obtient facllement, 



dx dy 

(i — ’lax — -iby b^){\ — 


ia' X — '>b' y -s- b'^) 


TT 

ab' — ba' 


arc tang 


ab' — ba' 

I — aa' — bb' 


If 


dx dy 


(i — ia' X— lb' y a'^^ b'-)[{i — ax — byP~{a'^-{-b^) 0 


-^Iog(i — aa'— 66'}, 

"+" 7 *= • ) 


suffisent pour etablir les points essentiels de la tli^orie des fonc- 
tions U et V ; je donnerai plus tard dans les Comptes rendus 
quelques autres details. » 

Paris, 27 Janvier i865. 


{'} Fotr aussi Hermite. QEuvres. t. II. d. anS. 



SUR DEUX INTEGRALES DOURLES. 


Annales scientijiqaes de VEcole Nor male superieure, 
!'■' serie, t. II, i865, p. 49- 


Une question relative k un certain mode de ddveloppement en 
serie des fonctions de plusicurs variables repose sur la determina- 
tion de I’integrale multiple 

* r r rdTdY-..du 

^ = J J-- J — pF— ' 

oil les quantlLds P et P' ont pour expression 

P=i — Q.ax — a by — . . . — ilu ~h -+- b^ -h . . l'^., 

P' = I — 2a' .7' — 2b'j' — 7.1' u -h a'^-h b'^-h. . 


et I’int^gration devant ^tre etenclue a toutes les valeurs des 
variables x, u, qui satisfonl a la condition 

. 

En posant 

Q = (i — ax — by — ... — lu)^ — (a’*-!- 6*+...-+- -t- jk® -+-...- 1- w* — l), 


la meme question exige aussi la determination de Fintegrale 
g _ r r r dx dy. . .du 

~ J J " J PVQ 


entre les memes limites que la precedente. Me bornant an cas de 
deux variables seuleraent, el en employant les methodes eidmen- 



= a- -I- ©■=, 
/•'2= ^,'2; 


j’inlroduirai comme auxiliaire un angle 0 ddfini par les egalites 

aa' bb' . ba! — ab' . „ 

— = cos6, = smo, 

rr rv 

et je feral un premier changemenl de variable, savoir 


a\ H- by\ 


y = 


b^ — ar^ 


par lequel I’intdgrale A. prendra cette forme plus simple 

C f 

J J (r — 2 /-^ -f- /’2 ) [i — 2 r'(^ cos6 -t-Tj sin6)~l- r'2 J 

Les liinites d’ailleurs seront deterininees comme prdcedcmmciiL 
par la condition 

de sorte que I’int^gration par rapport a r, devx'a s’efiecLuer depuis 
'r\— — jusqu’a r, =-j-y^i — On trouve ainsi puiu' 

r^sul tat 

I 1 J r — 2/-'(fcos0 — \/ 1 — sin 

i_.a;^S4.r2 ar'sinO cosO + sin G ) -t- ’ 

et c’est cette expression qu’il reste a int^grer de — i a ^=4-i. 
En posant 

^ = COStp, 

on obtiendra pour A la valeur siiivante 


ar' sinG f 


sincp log' — 'ir' cos(cp -4- G)4- r'2 


‘ I — 2 r costp -t- I — a r' cos( (f — 0)-h ^ 

ou plut6t, en multipliant et divisant par /•, 

I f^d rsin® I — 2 r' cos(cp -l- 0 ) -I- 

•2 (6a' — ab')J ‘ I — 2 /’ cos CD r* i — 2 r'cos(cp — 6)-Hr'^ 


SUR DEUX INTEGRALES DOUBLES. 


3i5 


Je supposerai expressement que r et /-'sont tous deux moindres 
que I’unit^, de mani^re a pouvoir faire usage de ces ddveloppe- 


menls : 

^ = /’ sin tp -H r* sinatp -+• sin 3 tc -t- , . . 

I — 2r costp -+-/'* ‘ 

— - log [ I — 2 r' cos(f -}- 6 )-)- r'*] 

= r' cos(cp -+- 0)^ — ^cos 2 (cp 4-0; -I- -j-cos3(cp 4- 0)4-. . . 

— - log [ I — ir' cos(<p — 0)4- r'”] 

y .'2 

= r' cos(cf — 0)4 — — cos 2 ((p — 0)4- cos3(cp — 0)4-. . .. 

On conclut des deux derniers 

I I — 2r' cos((p 4-0)4- 
4 I — 2 /’'cos(<p — 0)4-r'^ 

. . ft 

= r' sincp sin0 4 — ^ sin 2 «f sin 20 4- -y sln3cp sin 3 0 4-. . . , 

de sorte que I’on est amen^ a int^grer entre z^ro eLule produit de 
deux series 

(r sincp 4- sin 2 cp 4 - r’' sin3cp 4 -. . .) 

/ . • • o \ 

X ( /■' sincp sin0 4 — — sin 2 cp sin 2 O 4- -y sin3cpsin304-... 1. 

Or, en verLu des relations, 


I cicp sin 7 ??,cp sin = o, 

/ 7 C ^ 

d(f sin*mcp = —■ 


on oblienl ainsi, pour la valeur de A., ce d^veloppement 

Tt / , \ 

A = — ■. rr ( f'f'’ sin 0 4- sin20 4 5 ^ sin 3 0 4- . . . ) , 

ba — ab \ •! a / 
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Observant enfin que I’on pent ecrire successivement 


, I — , i — /’/■'( cos 6 — \J — i sin 6) 

log — = log ^ -r ' 

1 — i — rr' ( cos 6 - 1 - y/ — isin6) 

/•/•' sinO 


I -+- 


= log- 


1 — rr cos< 




rr' sin 6 


= log 


I — rr' cos 6 

bn ' — ah' 
t — aa ' — hb' 
ba' — ah' 

I — aa ' — bb' 


on. arrive definitivement a ce resullat tres simple 

ba' — ab' 


A = - — arc tang — 

ba — ab ° ) 


If 


aa ! — bb' 

Je considere en second lieu I’int^grale B, savoir 

dx dy 


(i — o.a' X — ih' y a '2 - 4 - ) [( I — ax — by)- — (a^-V- b^){x^ y "^ — i 

elle devient d’abord, par la substitution lindaire, 


a^~ b f\ b ^ a T; 

X = — ^ — , y = — - — ; - 

r r 


-If 


d\ dr\ 


(r — 2 4 - r'2) [(i — cos 6^ — /■ sinOT] — (^^ -+■ "n* — 


ce qui conduit a intdgrer, en premier lieu, par rapport & la va- 
riable Y). II convient, a cet eff'el, d’employer des logarithmes ima- 
ginaires, en se servant de la formule 


C dx 1 , fkx-y-^ ^ 

J . R ^ , n ~ VT ( :/T + 4 - 2B37 H- G ) > 


v/Aa72-i- aBir 4- G 

et en remarquant que les valeurs limites de dounent = 


cette integration, par rapport a t), entre les limites 'r\= — y / 1 — 
rj = -f- 1 — la quantite 


I t . I — rcos6(^ — [/ — I v/i — ^-) 

I 2 r ^ -h r /’cosB^Z — i — r cos 6 ( ^ -f- — 1 — ^2) 

et 11 s’agil de rintegrer par rapport a ^ entre les limites ^ = — 1 , 

^ =+ I. 

Je ferai comme pr^cedemment 

$ = costs, 

ce qui donnera, apr^s avoir multi pli^ et divis^ par r', I’inlegrale 
definie 


B = 


•^n 


r sintp 


2 r cos If -h /• 


log 


I — r cosOfi-'?^- 1 

i — r cosO 


et, en admettant toujours la supposition dt^ja faite de r et r' 
moindres que I’unit^, je ferai usage des developpemenls 


r sintf 


I — ir' cos® -f- r'2 


r' sintp •+• /''i sinatp r'^ sinStp -4-. . 


log 


t — r cos 
1 — r cosOe‘P '^-1 


. . r^cos^O . r^cos-’O . _ 

= r cosO suif H sin 2 tp -1 sin3cp 


Maintenant, si Ton integre entre les limites zdro et tt le produit 
des seconds membres, on trouvera iinmddiatement 


B 




cosO 


(/V cos 0)2 (rr'cosO)® 


3 




c’est-a-dire 
B = 


lo 


rr' cosO i - rr' cosO aa'-h hb 


7 log 


1 — aa ! — bh' 


G’est le r^sultat que je me proposals d’t^tablir; je me borne en 
ce moment a remarquer que les constantes a, 6, a! ^ b' n’y entrent 


J ^ ^ ^ t'^^u — 

tivement a A, il est possible seulement de changer a el b, d’une 

part, en at^ bt \ a' et b\ de I’autre, en y> yj ce sont ces propiddtes 

qui servent de point de depart a I’extension aux fonctions de plu- 
sieurs variables de la theorie des fonctions X,| de Legendre. 


SUR 


QUELQllES DEVELOPPEMENTS EN SERIE 

DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

Comptes rendus de I’ Academic des Sciences, 1. LX, i865 (I), 
p. 370 , 43v>., ft*! el 5i'i. 


IjCs recherches qiie j’ai eii riioaneur de commiiiiiqiier a I’Aca- 
demio sur les di^riv^es des divers ordres de I’expresslon 

g-cpto , }■, s,...) 


ou co(:r, y, s, . . .) re |3rt-! sente une forme qiiadralique ddfinie el 
positive, et donl se tire un mode de developpement eii serie de 
fonclions de plusieurs variables (' ), jn’onL amend a faire une dlude 
attentive des fonctions X« de Legendre, com me ofFrant I’exemple 
le plus important et le type des propridles que j’ai remarqudes dans 
les polynomes ddlinis par I’dquation 


— g-tpU,y, 



h"h'lh'^ ... 


J’ai dtd ainsi conduit k une gdndralisation sous un nouveau point 
de vue de ces fonctions X«, je veux dire a un sysLdine de poly- 
nomes d’un nombre quelconque de variables ayant une mdme ori- 
gine que ceux de Legendre, ce quin’avait pas lieu pour les quan- 
titds Urt, et a I’dgard desquels on retrouvera la plupart des 


{‘) Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. LVEII, stances du ii Jan- 
vier et du 8 Mvrier. Voir aussi Hkrmite, OEuvres, t. II, p. 298. 




Lneoreme de Jacobi, savoir : 


^ _ I d»-{x- — i)'*- 

\ . .n.-i."- dx'^ 

Ce systeme de polynomes, et uii autre qui s’y joint immediate- 
ment, conduisent a des developpements de fonctions de plusieurs 
variables, y, 5, . . dans I’etendue liinit^e par la condition 

ou plus gen^ralement 

le premier membre de I’inegalile etant une forme qiiadi'atique 
defniie et positive. La methode si fdconde et si connue depuis 
Fourier, consistant a determiner les coefficients par I'integration 
apres avoir multipli^ la fonction par un facteur convenable, s’ap- 
plique encore dans ces nouvelles circonstances, mais avec unc 
modification qui semble caract^ristique pour les fonctions de 
plusieurs variables. L’interet de ces nouveaiix developpements, 
d’ailleurs, consiste surtout en ce que les variables y sont traitces 
simiillancment, de sorte qu’ils ne r^sultent pas, comme le plus 
souvent, de I’application repdtde du meme procddd sur cbacune 
des quantitds x, y, 5, ..., successivement considdrde comme 
variable unique. Enfin on pent prdsumer que ces polynomes donne- 
ront la solution de questions de minimum on d’interpolation du 
genre de celles qu’a traitees M. Tchebichef, et cette dtude a dte 
amenee, je dois le dire, par di\erses cjuestions que m’a posees plu- 
sieiirs fois sur ce siijet notre savant confrere. 


1 . 


L’expression 


I — lax -+- 


qui donne naissance aux fonctions de Legendre et aux formnles 


Lions, 


(i — ‘lax-i-a^) 

sin r(n + r) arc cos^l 
/r — X- 

se preLe au mode de gendralisalion ddcouvert par Gopel et M. Ro- 
senhain pour passer des sdries eJliptiques de Jacobi aux fonctions 
abeliennes d’lin nombre quelconque de variables. En comparanl 
en efiet ces deux expressions 

g i 7t( 2 /iix+i h III n+ff' II ’) ^ 




(i — -lax )■ 


on est amen6 naturellemenl a I’dtendre de ceLte maniere 
i — inx — 2 by -+- -r- 2 hab - 4 - b‘^^ 

ou bien, avec n variables, y, z, ii 

I — 2 ax — “iby — . . . — ‘i/ai -h o{a, b, /c), 

0 ( 0 , b, c, . . ., A’) ^LanL un polynome homogbne et du second degr^ 
en a, b^ ..., k. Metlant, avec ime inddterminde de plus, sous 
forme homogcne, 

I- — 'lalx — ibly ■+■... — 2/(111 -h tp(a, 6 , ... /c), 

nous consid^rerons ^galement sa forme adjoinle ou conlrevarianl 
quadratique qu’on obtient ais<5inenl comme il suit. Soient 

b, k) 


la forme adjointe de o, A son invariant, en faisant, pour abrdger, 




d/c 


on trouvera pourresultat 

[l^ — Xia,b\ 4»(a, b, . . k)['i^{x, y, — A], 
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et au cas le plus simple ou Ton suppose 

cp(a, 6) = «--l- t>^i 

ce qui conduit aux quantit^s 

1 — 2 ax — 2 by a^-\- b-i 

(i — ax — byY — («*•+- b"^) {x^ y - — i) 

— I — lax — 2 by a^{\ — 2 abxy -j- ( i x-). 

Gela pose, les fonctions dont nous allons etudier les ddveloppe- 
ments sont les suivantes que nous rdunissons en deux groupes, 
savoir : 

(i — 2 ax — iby a^-\- b^) 

— i 

2 ax — %b y -v- a"- { \ — y’‘-)-\- -lahxy b'^{\ a?®)] 

et en second lieu 

_ 1 

(I — 2aa? — 2 6 jk -+- 

— _ ^ax — 'iby -+- a 2 (i — ^^Q,bxy -+- b^{i— a;-)]"'. 

Leur analogie avec les fonctions d’une variable, qu’elles com- 
prennent comme cas particulier en supposant b et / = o, se 
rapporte done a la fois aux polynomes de Legendre, et aux for- 
mules pour la multiplication des arcs dans la th6orie des fonctions 
circulaires. 


II. 

Soit en premier lieu 

(i — 2 ax — 2 b y 4- -h 62)-i = ,n,jf 

On reconnaitra immMiatement que esl un polynome entier 

en X et /, du degre m + n, mais ayant pour seul et unique 

On niira nar P.XP.mnle 


Vo, 2= 47-—', 

V3,o= 8a'.-3— 4 .r, 

Va,! = • 24^-7 - 47. 

Vj,2= i^xy^-— /ix, 

Vo, 3 = 8jk^ — 47 . 

Vi^o = i6a?‘ — i2x^-hi, 

Vs.i = 6.ix3y — 2/ixy, 

V2,2 = 96a7-7^ — i2X ^ — 1-27--+- ‘2, 
V,,3= 64xy^—24xy, 

Vo — I Gy^ — 1 9. r- -J- I , 


Reciproquement on pouri'a expriiner en fonclion lin(5aire cle 
el des pol^’^noines du degr^ moindre, de sorle que la formulc 



V 


;n,;i 


repr^sentera, en d^Lerniinant convenablemenL les conslanles, LouL 
polynome entier cn x ety. Void maintenanl leur propridld fonda- 
anentale. 

Considdrons I’int^grale double 


A= j'dxdy{i — iax — ■j.by-\-a--^b^)-^{\ — ‘>.a'x — 2b'y-\-a''^-\-b')-^ 


les variables (5tant limit(5es par la condition 

x^^y^':- 1 . 

‘Un calciil, pour lequel je renvoie oxl-k. Annales de VJ^cole Nor- 
male superieure (ann^e i865) (*), conduit a la valeur 

ab ' — b(t' 


A = 


ab ' — ba' 


arc laiu 


bU 


On voit que celte expression ne change pas en y reinplagaiiL a e\.b 
par at et bt^ a' el par de sorte que t doit disparaitre dans 


I’inl^grale 


j' I' dxdy'^ a"» V,„,,i ^ a'\>- 6'v v^,^v- 



o 


^ ^ d,x dy\ fit^nY — 0 , 


entre les limites 

lorsque les degrds m + /i et [jl + v sont difTdrents. CeLte proposi- 
tion, met sur la voie d’un developpement tel qiie ^ poor 

toute fonction F(a 7 ,y), les variables ^tant assujetties a la condition 
Elle ne suffit pas toutefois pour la determination des 
coefficients, et c’est en ce moment qu’il est ndcessaire de coiisi- 
derer la seconde fonction dont nous avons parld, a savoh’ 

_ -t 

[\ — 'xax — "iby a^{i — ibxy -4-62(1 — cc-)] 2. 


m. 


Designons par Um,/? les polynomes entiers en x el y, du degrc 
m - 1 - /i, ayant pour origine le developpement 

[i — 2a X — 2 by -+- a'^ {i — y^) 2 ab xy -h b^ (i — x-)\ 2 = a"‘ 


et dont void les premiers 
Uo,o = 1 5 

Ui,o = 37 , 

Un,i =r, 

Us,o= ^( 3372 - 4 - JK*- I), 

Ui,i = 2xy, 

Uo,2= i( 3 :K* + 372—1), 


1 ) 3 , 0 = - (5a73 H- 337/2 — 3a7), 

U2,t= ^(33'2 jk+ 7® — r)> 

Ui,2 = ^ {"ixy'-y-x^ — 3?), 

Uo.3= ^(5r'+3372jK-3jK), 


^ +y = I ? savoir 

B= J J' dxdy{\ — ia' X — ih' y 

_ 1 

X [i — Oi-ax — o.by a-{\ — y^)-+- 'lahxy + i-Ci — a?-)] 2^ 
va nous clonnerleur propriety fondameiiLale. On Lrouve en effet 


B = 


: los: 


” x-ad-hh'^ 


valeur qui ne change pas en y I'emplaganL a, a\ h\ pai’ at^ bu^ 
a' b' 

— ; — • II en r^sulte qu’on a gdn<5raleinent 


J J d[7V/„,„Up„v= o, 


si les indices in eL p, n eL v ne sonL pas <^gaux en inline temps; et, 
dans I’hypothese contcaire, on obtlenL 


II 


dx dy^ m ^11 — 


IT 


n + 1 . 71 H- '2 . . . rt -H 


/?i - 4 - n -H i 


Nous pouvons done determiner raaintenant par la metliode ordi- 
naire les coefficients du developpement consider^ plus haul, savoir 

F (•3^, jy) ~ ^/n,n ^ iii,n] 

on trouve ainsi 


II 


dx dyF(x, y) V,n,n = 


/i H- I . 71 -4- 2 . . . 7Z •+• /7l 


m-h n -h I 


1 . 2 . 


, m 


'■/II, JZ1 


I’integrale dtant pidse entre les limites x- et e’est dans 

robligation cl’introduire le facteur dilferent de que 

consiste d’une inaniere generale, nous pensons, a I’^gard des fonc- 
tions de plusieurs variables, la inodilicalion caraetdristique dont 
nous avons parle en coiniuengant. On pourrait egalement poser 


mais e’est au premier developpement que nous nous attachons de 


de 1 expression suivaiite 

^ _ I ( 37 - -+- y - — 

\ . x. . .in. \ .11. dx"‘ dy 

qne nous allons eLablir. 


IV. 

La serie donnee par Lagrange pour la resolution de Fequation 
z = x->r- af{z), 

c'esL-a-dire 




a- df -{x)<f'{x) ^ a-* d- f x) (x ) 

1 .1 


dx 


1 , -2 . 


dx- 


peuL etre presentee sous une autre forme qu’il est ndcessaire d’eta- 
l)lir pour I’objet que nous avons en vue. Supposons d’abord a; = o, 
rt = r, je I’ecrirai de ceile inanlere 


Cp(z)=Cp(o) + [/(^)cp'(^)]3=0- 


ou encore 


f '?('5)«^'5 = [/(3)?(^)]3=0-+- 7^ 

t/A 1 • ^ 


d f-Hz) vf'jz) 

dz 1 2=0 


df-{z) y(g) 
dz 


en remplagant cp'(z) par ®(s). Maintenant faisons 

/(3)=F(a7 + «^), 

(p(^) = <F(a7 -+- az), 


ce qui donnera evidemment 


— ! -f- + az) 

a dx 


dF{x)^T?{x) 

dx 


a d'^ F'^{x)^{x) 
1.2 dx"^ 


eL en simplifiant 


dz 

dx 


^{x az) 




a dF {x) 4»(a?) 
I dx 


a’^ d'^F^{x)^{x) 
1 . 2 dx"^ 


Mais, I’^quation en z elant maintenant 


on en tire 


z — F(.r -t- az) = 0 , 


I -t- a 


dz 

dx 


1 

I — a F'(a? H- azY 


de sorle qu’en posant 

^{z)= z— F{x az), 
il viendra en dernier lieu 

^(x-\-az) . a F(.r) <I>(a: ) d^F^(x)^(x) 

i = ^(x)-\ ^ ^ 1 b - C — - - 

^'(^z) ' dx 1.2 dx^ 

Sous cette forme noiivelle, on peul appliquer ^ la sdrie de 
Lagrange le proc^d^ qu’on emploie dans les (^Idments pour dtendre 
aux fonctions de plusieurs variables la S(irie de Taylor 

h A* 

F (a? -t- A) = F (a; ) 4- Y F' ) + “ F" (a?) 4- . . . . 

Ainsi on fera d’abord x = o, a = i , se servant de ce cas parti- 
culier pour y introduire, au lieu de F(^) et les fonctions 

F(a: 4- a^, jK -4 A^), ^{x az, y -+- b z), 
et I’on parviendra ^ce ddveloppement oi\ Ton a mis, pour abrdger, 


3a8 

savoir : 
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^(3!-i-az,y-i-b3) ^ dF‘t> 

—=$-!-« ' 


{z) 


dx 1.2 dx- 
b — ; — -1- ab 


dv 


dx dy 
b’i 

T~2 dy^~ 


ou bien 

^{x a z^ y b z) a'" b" 


=2— 




m . 1 .1 . . . n dx"^ dy'‘ 


[’equation en z ^tant 

;f(^) = z — F{x-\-az,y-ybz)— o. 

Cette consequence de la formiile de Lagrange donne le theoreme 
que nous avions en vue d’dtablir; supposant en efTet 

'^{^x, y)— x^-^ y^ — \, ^{x,y)=i, 

et remplagant a el b par [’equation devicnt 


^'{z)=z — 




H- 1 = O. 


On en tire 

i 

^'(^) = [i — 2ax — 2by -H a^{i — y^)-l- 'iabxy -+- b'^{\ — 

et, par suite, 

_ 1 

[i — 2 , ax — 2 by ■+■ a^{i ~ y'‘-)-\- 2 ahxy + 6^ (t — a?^)] ‘‘■ 
a’^ 6" £/"*■*"" (x- ■+■ y- — iyn-\-n 

i.2...m.i.2.../i. 2."*+" dx"^ bty"" 

Voici ce qui resulte de cette expression pour les polynomes 


V. 


avec la conuiuuii 


I, 


quand m + ;z n’esl pas dgal a p q-v. Nous le ddduirons de Ja for- 
mule suivante 


f p(^) 


dx’^ ^ dx'^~'^ dx dx'‘~'^ dx'^ 


qui donne 


af''-‘F , , , r r , F('2?) , 


f\{ 

^ a 


d" 'IM .-I" ) , / , r" r / s d" F ( X ) , 


d" F ( X ) 


en supposant que a ev b annulent <I>(a;) et ses n — i premieres 
ddriv^es. Considdrons, en effet, l’int(igrale double 

j j d^dy?(x,y) 


avec la condition 




cL commengons par rapport ii la variable I’integration qui devra 
etre faite enlre les lijnites — — x-, H- y/ 1 — x’-. On aura 


^ - 4 - ^/l^— 

j 


dT'» dy'>- 


^ ^ ^ + *■* ^ d»-F{x,y) 

^ dy dxr^ 


de sorte qu’on pent dcrire 






d'^-F d'»- {x'^ ■+■ y '‘' — 
ix dv dx"^ 


Opdrant en second lieu sur la variable comme on I’a fait 
sur^, on aura 


J J dxdyF{x,y) 


^ pp% J/ 2 J ^ Wl-t-/l. 

dx"^ dy'^ 



et supposaat [x + v <; m + /? , ce qui annule eviderament le second 
membre. II en resiilte, comme on le montre ais^ment, que le poly- 
nome \]m,n est une fonction linealre des divers polynomes 
Vo,,7i+«, de degre m + n. 

Consid^rons en second lieu le terme g^n^ral du developpemenL 
de la fonclion quelconque F(a?,y) sous la forme 

y)~ >n,ni 

savoir ; 


m -i- « -h 1 


m -+- 1 . m -h '1 . . . ni -h n 
i .1. . .n 


-// 


dx dy F(a', jr)U„,,„. 


En appliquant la meme formule an second membre, on en 
d^duira 


\ .1. , .m n. A„, ,, 

m -f- « -f- 1 


= J j dx dy ( . - .1.' - r’ )»+'■, 


0' 


ce qui introduil sous les signes d’integration les puissances d’un 
facteur inoindre que I’unile, et qui sont d’auLanl plus petites que 
les indices m et n sont plus grands. Comme on trouve ais^ment 
d’ailleurs 


J J dxdy{\ 




m ~f> /I -4- I 


^ ( cc 'y'y 

on aura, si I’on appelle le maximum de I’expression — dyn 

sous la condition x--\-y-^\^ cette limile sup^rieure fort simple 
de savoir 

p«i,« 


A,«,re < 


} .2. . .m + n. 


En supposant done que ne ddpasse iamais une 

* 1.2. ..m 4-/1 ^ •' 


SERllC DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


33 ! 


cerLaine conslante les termes dii developpemeut consider^ 
ne depasseront pas nonplus ceux de la sdrie suivante 





rcpresentant la fonctlon 

/c ( t — ‘xax — by 4- a- -t- b - , 


dans riiypolhese 


r 

a — - et 
■i 


b = 


I 


■I 


Mais d’autres proprietds du poljnome vont encore nous 

montrer, et ind^pendamment de la transformation prdcddentc, 
que la valeur de Km^n diminue qiiand les indices augmenient. 


VI. 

On sait que la fonction de Legendre reste, quel que soit /?, 
niimi^riqueiuenL moindre que I’unit^ lorsqu’on fait varler.^ de — i 
a H-i, et que I’dquation X,, = o admet cntrc ces im^rnes limites 
n racines rdelles et inc^gales. Par consdquent, dans I’intdgrale 

J F(.r)X„ ( 5 f.r, 

F(.a:) se trouve multi plie par un facteur qui change n + 1 fois de 
signe entre les liinites et sans ddpasser I’unitd. Or, aux infiniraeni 
petitsprds du second ordre, une fonction prend des valeurs dgales et 
de signes contraires avant et aprds son passage par zdro, la fonction 
F {x) variant alors infiniment peu, on voit que le facteur X/, a 
pour efl'et d’ainener dans le voisinage de ses racines des dldments 
de I’intdgrale infiniment pen diffdrents et de signes contraires, 
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dont les limites sont determinees par la condition 

-t- £ r , 

el reposent sur Ics proprleles suivantes du poljnome Um,/?. 

Supposons qiie les variables x ely repr^sentent des coordonnces 
rectangulaires, la courbe donnee par I’^quation o, abstrac- 

tion faite du facteur x on y^ suivant les cas, sera Loute comprise 
dans I’interieur du cercle x--‘ry-='i', de plus, elle sera ren- 
contrec en m points par une paralldle a I’axe des abscisses, el 
en n points par une parallcle a I’axe des ordonndes. Ce sont les 
changements de signe du facteur rdsultant de ces intersec- 

tions, c|ui amencront dans les integrations relatives a ^ ou ay les 
memes consequences et la m6me conclusion qiie precddera- 
menl ( * ). 

Le premier point r^sulte d’une forme de ddveloppement de 
I’expression 

[i — 2 acc — 2by-\- a-{i — 2ahxy-\- b-{\ — x^)] 
qui s’obtient de la maniere suivante. Soil pour un instant 


i — ax — by ’ 

elle pourra s’ecrire ainsi 

u[i — 

ce qui donnera la s^rie 

1.3.5. ..2/1 — I, 

-1 (a~-h b^)”-(x^-y v- — i)" 

Faisant encore 

ax -y by = z, 



uc liiaiiicic a avuii 


et, par suite, 

du I d- It 1.2 

dz (i — z)-’ dz- (i — 

oil bien 


d" u _ \ . n 

dz”- (i — 


d” a 


en remplagant les puissances de u par les diiriv^es, cette serie 
deviendra 

I LL \ , , „ 

u H p- — ( rt- -h b^){X^+ _ j ) 

I . 2 dz^ 2 ^ J > 

I d'* a \ ^ V „ 

^TTTXT! 77 ? m'* 

Cela posd, nous en di^duirons I’ensemble hoinoghie des Lermes 
de degT<^ /: en a et en ddveloppant, suivanl les puissances s, 
la qiiantiti^ 


ainsi que ses d^rivdes 


du . d^u , 

75 = 2 -'*^"’ 755 =2 

Par M on obtiendra cette expression dont la loi est manifeste : 


r/c^ 1 


^ (a^-h — i) 

/c(/r — i)(/c~2)(/c~3) 1.3, „ , 


1 . 2 . 3 . 4 




De sorte qu’en mettant au lieu de z sa valeur a^-i- hy^ on sera 
conduit k la relation suivante 

ci^'^ 6 U/f— iji -H . . . Ui|A— 1-1- 

= {ax -+■ byy‘-+- ^ ^ ^ — i) {ax ■+• by)^-^ 



Elle mel immedialement ce fait en evidence, que pour des va- 
leurs positives des coordonnees, rendant positive la fonction 
to'iites les quantiles Ua,o, Uo,a- 

ieronlegalement positives. Or suivantces qualre cas, savoir: 

tn = 0 ni~\ m = o = i ) 

(mod^i), 

;i = o /i = o n=i n ~ \ ) 


.ajant pour expression 

F(a 72 ,jK 2 ), x¥{x^-,y^-), y¥{x^-,y^-), xy ¥ {x^-, y’^), 

ne pourra par consequent jamais s’annuler, quel que soit le sigiic 
•des coordonnees, abstraction faite du facteur x ou qu’en sup- 
posant x--\-y ~ — i <; o, ce qui demontre notre proposition. 

Pour en donner un exemple, considdrons la courbe Uw,o= oj 
on vdrifiera aisement qu’elle est compos^e, siiivant que m est pair 

-ou impair, de — ou — ^ — ellipses ayant pour equations — 4- y- = i, 

ou p est une des racines du polynome X,« de Legendre. Ces raciiies 
•etant moindres que Punit^, les diverses ellipses sont bien effective- 
ment comprises dans le cercle 


X- -I- y^ — I . 


D^montrons en dernier lieu qu’uiie parallele a I’axe des y, par 
^exemple, rencontre en n points la courbe U/«,n= o, ctremarquons 
.a cet effet qu’on pent poser 


dm ( x--\~ y- — I )m-\rn 

dx>'‘ 


= {x^--^yi— i)«z, 


•en d^signant par Z une fonction entiere en x ety. 11 en resultera 

I d'[x^-^y- — I )" Z 


U ni . 11 — 


I . 1 . . .Di. I . 1 . . .n.%m+n 


dy'> 


•et sous cette forme le theoreme de Rolle suflit pour montrer que, 
par rapport ay, I’equation o admet n racines reelles com- 

prises entre les limites — i — x-^ +\/i — x'^. Notre courbe esi 
•done effectivement rencontree en n points par Pune quelconquc 

rlzike* o yl 1» Q I _ . •> 


VII. 


Nous avons clierch^ a montrer, dans ce qui pr^c^de, I’analogie 
des polynomes a deux variables avec les fonctions de Le- 

g^endre, et sous ce point de vue le fait le plus caract^ristique s’est 
tronve dans la relation 




I — t) 

\ .1. .. m . i . j.. . .n. dx"’- dy“' ’ 


si semblable a I’expression donn^e par Jacobi, 


X, 


\ .i. . .H. 


d‘^{x'^— i)' 
dx"- 


Maintenant nous devons considerer les fonctions ayant pour 
origine le d^veloppement des quantit^s 

_ 1 

(i — iax — 2 l}y a'^-h 

i 

{i — x^ — ~ — 'ihy 'i.abxy b^(\ — a? '■*)]”', 

et que nous d^finirons ainsi 

(i — 2ax — 2 by a^-^- b-} ^ 

1 

(i — — 2 ax — xby ■+■ a^{i— y"^) 

4- labxy H- 

L’(^qaation sui^^ante, que nous ^tablirons bientdt, 


'Om,n-= 


I .‘2. . ./7l - 4 - « (— !)"'+"( «l 4- -HI ) I — X- — y^) 


1 . 2. . .m .1 . 2. . .n 1 . 3 . 5 . . . 2(/n 4- 1 


dx'^^- dy"^ 


rapproclie par la similitude de forme analytique ces fonctions de 
deux variables des expressions qui donnent le sinus du multiple 
d’un arc au moyen du cosinus de cet arc. C’est ce que rend mani- 
feste ce beau rdsultat dd encore a Jacobi, savoir : 



I > - - I I 

merit semblablcs aux prec^dentes, et, comme elles s’etablissent de 
la meme maniere, il suffira d’indiquer rapidement les plus impor- 
tantes. 

Void en premier lieu leurs valeurs dans les cas les plus simples 


Vu,0 — • ) 


Vi,2= — (yxy 


x), 


Vi,o= 3a7, 


Vo,i= 37 , 


Vo, 3= — 37)- 

i5 

Vi.o = -^(21 — i4a?2-(- i), 


V2,o= ^(5a?2— 1), 

Vi,i= i-')a7, 

Vo, 2 = ^ (57’-— tj, 

V3,0= ^(jX^—Sx), 
V2,i= 


Vo,! = — {3x^y — xy), 

Va,2= ^(Gix^y^—jx^—yy'^-hJ), 
4 

Vi,3= ~{^^y^ — ^y), 

Vo, 4= -j(2t74 — 1472 + j), 


et en posant, pour abreger, 


Vo,o — p , 

'O|,o= 2pa7, 

Vo.i= 2 p 7 , 

’^2,0 = p( 4®'*-4-7* — Oi 

6pa7, 

3 ‘)o, 2= p(47 ’'-+-^-— Oi 
^3,0= 4 pi^x^^xy- — X), 
V2,i=4p(4iP-y-4-73— 7), 


p =\/i — 

XDi ,2= 4 p (4^ J ^- - i - — ■*■); 

Vo,3= 4 p ( 2.73 + ^-27 — 7 ), 

^4,0= p(l6a7^-)- I2a72j>.2 -t-7* — I2a?2 — 272 -1-1), 
" 03 , 1 = ■ 2 op('ix^y -+- xy^ — 27 ), 

02,2= 2 p (6a?'^+ 27 37272-1- 67^ — 7 372— '772-1- ] j j 
■t)i,3= 20 p( 2377® -+- x^y — 377 ), 

V)o, 4 = p(l67^-l-I2 37272 -f-a?-'- 1272 2372 - 1 - 1 ), 


Cela pos^, les integrations etant loujours entre les limites ddter- 
minees par la condition 


on aura 


2^®-f-7®= I , 


SI les aegres m-f- n ec ijl -j- v soni airierents, et en outre 


J" dsp dy’^,n,n '0^,,j= Q, 


lorsque les indices fn eL [j., n et v ne sont pas (^gaux a la fois. Dans 
le cas contraire, on oblient 


^ doc dy ^ tn,n^ in, n — 


fl “H t • — 1- A . . /I -i“ /)l 


Ce dernier point rdsulte de la consideration d’une integrale doubie 
analogue ^ celles cpii ont (5te precMemment d^sign^es par A el B, 


dx dy{i ~ o.a' X — :ib'y -h — 

X [ I — 'lax — by -I- ^ , — y=>. ^ .y (ify ^ 2^1 — yi ^j -i _ 


Nous allons en donner la determination. 


Soil, pour abr^ger, 


r ^ = a2 _|_ 
/■'2= a'2+ 6'2. 


Imi posant 


a\-\-h y\ b \ — a' 

r' r 


€l introduisant les quantitds suivantes 


aa l)b . ab —ba . „ 

; = cosO, = sinO, 

/v' ’ 


nous oblieiidrons une transformde en ^ et t), que nous dcrirons 


= J d\d-r\{\ — -i r'\ -h r'- ) ^(r — $ 




X [(l — /’ COsO^ — /' sitlOr, )2__ ,.2/ t2_|_ ^2 — , ’ 


J' [(f — f' cos 6^ — /’ sin 07))- — — 0]' 

qu’oii peuL de^composer de cette maniere 


I 

2ir 



2 ir 


Jd;{ 

fd,( 


I — 7’ cosO^ — r sinGr; — r\/\^-r- 1 \- — i) ^ 
1 — r cosO^ — /• sinO'T) + 7^2 — i)""* 


En faisant 

Y] = \/l — ^2 cOSCp, 

on devra, d’apres les limites de v), faire croitre Tangle © de zero- 
a 7t, et, si Ton pose 

L = I — /• cosO^, 

M = /• sin0v/ f — 

N = 7-v/7^2, 

ces integrales deviendront 

v/ 1 — ^2 sintp<j?(p siny d<s 

lir L — Mcoso — i'N sin<fi 21 /' L — M coscp h- t N sin(p ^ 


ce qui pent ^tre evidemment reduit a Tintdgrale unique 

/ 1 — ^2 sincpcfcp 

2f/' J „ L — Mcoso — iN sineo 

^ — 7 C » * 


Introduisant en dernier lieu la variable nous serons con- 

duit a int^grer, le long d’un cercle ay ant son centre a Torigine et 
son rayon ^gal a Tunil^, la fraction rationnelle 


-s [2 Lz — M — N (-s2 — r)] ^ 

dont il n’y a plus d^s lors qu’a determiner les residus. 

A cet efFet, nous supposerons r el 7' moindres que Tunite, 
restriction permise, puisque I’integrale doit ^tre developpee suivant 
les puissances ascendantes des quantiles a, 6, a', b' . Sous celte 
condition, Tequation 



■dumeL Uiie raciae mierieure a i unite, car le premier membre 
prend pour ^ = i la valeur positive 

2 L — 2 M = 2 ( 1 — /• COS 0; — /• sin 0 \J i — 

et pour = — I la valeur negative 

— 2 L — 2 M = — 2(1 — r cosO^ -H r sinO ^/T" — 

Or, le r^siclu de la fraction proposee, relatif a cette racine, a pour 
expression 

I — r cos 05 \ 

rcosG^ -H 7’2 cos2 0 / ^ 

en I’ajoutant au rdsidu relatif ^ la racine 2 = 0, savoir : 


/' cos^Q/ 1 — ^2 


sinO -h 




r(i — sinO)/ 1 — ^2 

on irouve Tinti^grale de la fraction rationnelle 


^[2L^ — iVl (^2-t- i)— N(a2 — i)J 

21-K f I — COS05 


r cos* Gy/ 1 — ^* \ y/ 1 — 2/' cosO^ H- /'* cos*0 / 

el par consequent 


y/l- 


zl. r 


sincp rf<p 


M cos(p — iN sin tp 
I — r 00s 0^ 


/’*COS*0l^^ y/ j — 2 /’ COS0^ ■+• /•* COS*0 / 

ce qui r^duit I’integrale double proposee k 

di ( I — r COS 0^ 


G = 


/’* COS*0 


L 


(1 — 2 r'-\ -+- /i — 2 /' 003 0^ -I- /’2 cos* ft 


Maintenantle calcul s’acheve par les procddes dlementaires, etl’on 
obtient 


valeur, 


p. — — ^ ^ 1- 4- 66' \ 

aa -\- hb i — aa — bb j — ^ do! -r- bh' ) 

etl’on en conclutimm^diatement la proposition ^nonc^e sur I’inU;- 
grale 


// 




prise entre les limites detet^xin^es par la condition x--Arf~^ i. 


IX. 


Nous allons consid^rer maintenant le ddveloppement suivant le.s 
puissances ascendantes de <2 et 6 de la fonction 

i 

(t — — y-iy [i — %ax — -iby -l- a*(i — jk^) 

-t- labxy -+• b^{\ — a?*)]-* = 


afin d’^tablir I’expression d^ja donnde du polynome 
Soil a cet efiet 

1 X 

P — ax -h by -h{a^ -{- b^)^ -h y ^ — i)^, 

1 i 

Q = ax -t- by — b^y (x^ h- y ^ — i)- ; 


on Yoit ais^ment que I’on pourra ^crire 


(i — x^ — — lax — 2by -t- a*(i — y^)-h %abxy ■+■ b-{ \ — x-)\ ‘ 


lisj b^ 


de sorte que I’ensemble homogene des termes de degrd k dans ce 
d^veloppement sera 

p/i+i Q*+l 

— . , ' •= "> 

b'^ 


Revenons a la formule 


'^( .T a z, r ■+- b z ) 
cJ''( 3 ) 


2 




1.2 . .m.\ .1. . .n 


p m+n ^ 

dx"^ dy’^ ’ 


ou z est line racine de I’equatioii 

§{z) = z — Ffay-h az, y -h bz) = o, 

en y cliangeant, comme plus haul, a el 6 en Si I’on prend 

F{x,y)— x^--hy^—i, 

<^(x, y) = (x^ + y‘^ — \y, 

on retrouvera d’abord la m^me Equation en z, savoir : 

y Gz^ — 11zM-K = o, 


en faisant, pour abr^ger, 


Nous en tirerons 


G = -+■ 6*, 

H = I — ax — by, 
K = x^ + y^ — I . 


z — 2 


II _/h 2 — GK 


de sorte qu’ajanl 6videmment 




( 


\ 


X 


az bz\ / — 


on en conclura par iin calcul facile 
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menl 

et Tensemble homogene des termes de degr^ k en a b sera 
donne par le developpemenL des puissances fractionnaires sous 
cette forme 

1 . 3 . 5 . . . 2 /f -f- 1 p^+i — 

2.4.6.. .-iX- -+-2 ^ lyi 


de sorte qu’en posant k = m + n, on a 


1.3.5.. .2X: + i — Q^'+i 

2 . 4 . 6 .. . 2 /: + 2 



I . 2 . . . /?l . 1 . 2 . . ./ 2 . 2 '"'<‘" 


1 

»!-)-«+ r 

^m-lr«4 ^2 ^.2 l) 2 

dx"'- dy"' 


et, par consequent, ce resuliat auquel nous voulions parveniv, 

n \ .n -i. . .n m 
2 i \/ 1 . 2 . . . /^ 

m-\-n 

( w-l- n-H [)(— — x’^ — y^-) 
i.3.5...2(mH-«)-f-i dx'^'^ dy'^ 


On entire, pour le coefficient de a"* 6 ” dans le developpement de 
la fonction proposee, I’expression du polynome qu’il s’agissait 
de demontrer, savoir ; 


_ n -^ \ .n . .n m 

'^/n.n — 

1 .2. . .n 

1 

• 1- /I ^ 

(m -f- n-(- i)(— — x^ — y^) 

1.3 5..,2(/7i-i-n)-)-i dx^'- dy” 

En partant maintenant de cette expression et considerant le d^ve- 
loppement d’une fonction quelconque sous la forme 


Ffar. r')= Am 
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pi'ise entre les limites 

ainsi que sur les propridtds de la coiirbe 'Om,n = o, les memes con- 
sequences que prec^demment; je ne m’y arreterai pas, pour 
abrdger, et je terminerai par une derniere remarque sur les poly- 
nomes et Ym,n- 


X. 


Les deriv^es des divers ordres de rexponenlielle 
dans laquelle cp(ic,y, . . .) d^signe une forme quadratique, con- 
duisent, comme on I’a vu, ^ im mode de developpement d’une 
fonction quelconque, ou les variables peiivent recevoir loutes les 
valeurs de — 'oo a -4-00. Or, un pared mode de ddveloppement 
pent 6tre obtenu comme cons(fquence de ces formules 

f' (^) y } — ^111,(1^ III, n — 


et de cedes ou Fon emploie Ym,n et et en supposant x ety 

limites par la eondition 

Gonsid^rons en elFet la substitution 


v / 1 -H -H Vj2 


r 


/ 1 - 3 - 


*4“ .T) “ 


on en d^duit 


a — — 


I -f- 7)* ' 


d’od r^sulte que les nouvelles variables pourront s’^tendre de — 00 
a -h 00, et Fon est amen^ par lit a rechercher ce que deviennent en 
fonction de 'I et v) les .polynomes Uw,« et Y.m,n> Si Fon fait 



Ro,0 = i, 

1^2,1= — ''l), 

t^o.,=v,, Ri, 2 =^(^-/in-^), 

1^2, 0= '-{'J-V-— 1); ^^0,3= 

Rl.1=^^ri, i(8^i-24?2^_3), 

Ro,2= ;^(‘?-T|-— I) 

S«.o=i, S3,o=4($*--n'$-0. 

Si, 0=2^, §2,1= 4(5^2vi — YiS— -ri), 

So.i=^ri, S,.2=4(5-ri2^-^'''-0 = 

S2,o=3^’--V-i, So,3=4(v,3-^yi5--0, 

Sl,l = 8^7), 84,0 = — lOq^-H 2 T|-- 1 -I, 

So,2=3-ri2-f2_,^ 

Mais, pour cn reconnailre la nature, revenons aux (Equations dc 
dc^finition 

\ \ — ‘iax ~ -iby -i- a^(i 2 abxy -h b'^{t — a:^-)] ^ „i,n-, 

(l — lax ~ -iby 4 - «®-f- 6" V/,,,,?. 

En posant dans la premiere 



elle prendra cette forme 

[ I — i at - ft p-r, 4- a’- ( 4- I ) 4 - aa^^T) 4 - (r.2 4- 1)]“ ^ ^ {i'‘ R,„,„ ; 

par consequent, Rw,m, comme on le reconnait aisement, ne con- 
tient que le seul terme du degrd m-\- n,\ c’est la proprietd 

caractdristique de ^ mx Qui a etd transportde ainsi par le change- 



Faisons dans la seconde equation 

^ ^ ^ y _ 

/l-l- yj2 ^/i 4_ ^2_|_yj2 

a , P 

a = —, b = — ^ — 

/ 1 H- -I- iri® 


clJe deviendra 


ct I’on en conclut celte expression qiii nous rapproche de la forme 
a.ialytique de savoir : 


= (- 


(H- i 

i .1. . .m.i .1. . .n 


^24. ^2 ,-l 

dl'o- dT\"- 


lin posaiiL 

/n -hn 


on ohtiendra semblablement 



^ m + n-h- — - 

1 .7.. . . til . \ .1. . .n d^"'- dr]"' 


A. I’aide de cette forme, en raisonnanl comme je I’ai fait prf^cd- 
deinment, on ^Lablit que les Equations 

= O, S/«,n ~ 0 

admettent toujours m racines reelles considerdes par rapport i q 
et n racines reelles par rapport ^yj. Sous la condition ^ > cot 

I’dquation S„i,,/= o a mdme toutes ses racines rdeiles par rapport 
a •/! ('), Mais je ne m’arrdterai pas a I’dtude des polynomes R^,//? 

ayant vouln seulement indlquer encore.un exemple du genre 
d’expression donnd par Jacobi aux fonclions de Legendre. C’est 
en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, que ce 
grand geomdtre a dtabli la relation 


X, 


r 

1 . 2 . . . /t . 'i' 


d"{x^ — i)' 
dx" 



etdontla memoire estrestee chore a ses nomhreux an 
Rodrig-ues, j etait parvenu dans une these, Sur Va 
spherOLcles, presentee a la Faculty des Sciences dt 
these contient encore la relation remarquable 

I d'"—i‘{x-- — -i)'" — I)'' 

I . m — !> dx'i‘-i> \ .ni p dx 

donnee egalement par Jacobi dans le meme Memoire 
un r6le important dans la theorie des fonctions Y„. 
polynomes la propriete analogue n’a pas urn 

simple. On I’obtiendrait en partant de I’^quation sui’ 
d6nontrer, 

I /^— </ ( x.y I ) 

I 1 . -2 ... //i — q dx'^^-l’ 

ix y — 1 )/'-+"? ^ x!y — [ 

i .‘i. . .m p . \ .-f. . . .11 q d 

et remplagant les qiiantit^s a; et par x -\-y\/ — i, 
inais ce changenient de variables donnerait un rds 
complique, et je ne m’y arr^terai pas. 


SUR 


L’EQUITION DU CINQUIEME DEGRE. 


Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. LXI, i865 (11), p. 877, 
965 et 1073; t. LXII, 1866 (I), p. 65 , i57 , 245, 715, 919, 969, io54, 1161 
et i2i3. 


La th^orie des fonctions ellipliques concUiil a deux mdtliodes 
pour la resolution de I’equation du cinquieme degrd. La premiere 
a pour fondement la possibilite de ramener Tequation propos^e a 
la reduite 

2 I -+- k~ 

x° — .r — 7-^= — - — 0 

\ 75 * k' .:/k 

de I’equation modulaire relative a la transformation du cinquieme 
ordre. Dans la seconde, qui est due a M, Kronecker (* ), on prend 
pour point de ddpart certaines fonctions cycliques des racines dont 
les carr^s ont seulement six valeurs, et que I’on reprdsente par les 
■quantites 

cos am 2 10 cos am 4(0 
cos am 4 to cos am 2 to’ 


^ . K iK' K 

<0 etantsuccessivement y , — > — 


t'K' 2 K±jK' 


• De ces fonctions 


on ddduit ensuite rationnellement les racines elles-memes, qui 
s’obtiennent ainsi sous forme explicite ^ I’aide des m^mes quan- 
tites. Ces deux methodes ont etd pour moi le sujet d’une longue 


(‘^) Comptes rendus de 'I’Acadeniie des 'Sciences, t. XL VI, anade i858, et 


resultats. Je m’occuperai d’abord de la reduclion a la forme trinome 
— X — a=o de I’equation generale du cinqui^me degre, et, a 
('.elle occasion, dela recherche des conditions de reality des racines 
s«r laquelle M. Sylvester a puhlle receminentun de ses plus beaux 
M^moires ('). J’essayerai ensuite d’approfondir la methode de 
M. Kronecker et de la rapprocher de la precddente, en prenanl 
pour base le travail remarquable et plein d’invention dans lequel 
M. Brioschi en a expose les principes (-). Cette methode permel, 
en effet, de ramener I’eqiiation gdndrale du cinquieme degrd a 
celle-ci 


l\^x — 4 


(t — 24r2)(i_i- 3.i4:2 4-'2) 

kk' 


— o, 


qui est la reduite de Tequation 


5. 


— a* 


I — 

k'' k'^ 


z -t- 


5.28 _ 


cos am 2 w 
cos am 4 w 


cos am 4 w 


dont les racines sont les quantitds - 

' 2 \ cos am 4 w cos am 20), 

Mon but principal sera d’elFectuer completement le calcul de la 
substitution qui donne ce resultat si important, et, comme les 
elements algebriques invariants et covariants des formes du cin- 
quieme degrd servent de base a ce calcul, ainsi qu’a la rdduction a 
la forme trinome, je rappellerai d’abord a cet dgard les notions 
dont j’aurai & faire usage. 


1. 


Soit 


/(^; y)~ -t- 5 

H-iOY'a72y'3^_5 [3, y, y') 


(') On the real and imaginary roots of algebraical equations : a trilogy 
{Philosophical Transactions. Part III, 1864). 


une substitution S an determinant un^ propre a reduire le cova- 
riant quadratique 

(a|3'— 3 Y 2 ja 72 -)-(aa'— 3pp'-(- -t-(3t'[3 — .j P' y ^ y'') J' 

au monome y/A.XY, ou je pose, pour abregcr, 

A = (acc' — 3 PP'h- 2Yy')® — 4(“P' — 4 Sy*) (a' p — 4 |3'y -t- 3y'2). 

Cette substitution n’est pas ainsi entierement determinee; mais 
on sait qu’on en aura I’expression g-enerale en la faisant suivre de 
toutes cedes qui reproduisent y^A.XY. Celles-ci comprennciii 
d’abord la substitution propre 


\ = to X', 



et la substitution impropre 

X = toY', 

Y = - X' ; 
to 

mais cette derniere doit ^tre rejeiee, si I’on veut conservcr le 
determinant de la substitution S egal a -f- i . Cela pose, soit j)our 
un instant 

/(mX - 4 - m' Y, z^iX 4 - Y)= F(X, Y) = (a, c, c', b\ a'){X, \)-\ 

de sorte que I’on ait 

' F ^(oX, ~ Y^ = (ato“, ito'q cto, c'to-‘, 6'to-'‘, a'to-») (X, Y)’\ 

J’acbeverai de definir entierement la substitution en dctcnni- 
nant to par la condition cto = c'(o“'; cela fait, je prendrai 

F^toX, pour transformee de la forme generale dii 

cinquieme degre, et en posant, pour abreger. 


.f(X, Y) = (x, HL, v/^, ^k, [jl',X')(X, Y)^ 

11 est aise de voir qu’on obtiendra la meme forme canonique 
pour tOLites les transformces deduiles de la proposee f{x^y) par 
une substitution quelconque S au determinant un] car il suffira 
d’eflectuer dans cette forme la substitution inverse S~' qui ramenera 
a la proposee, et puis de la faire suivre de S, pour retrouver 
^(X, Y), le determinant de la substitution composee S etant 
d’ailleurs egal arunite. II suitde la que les coefficients de la forme 
canonique sont des invariants de la forme proposee, et il importe 
d’etudier avec soin ces coefficients. 


11 . 

Je dis, en premier lieu, qu’ils peuvent s’exprimer en fonction 
des trois quaiitites Xk' = o-, ^^'z=/i et /r. EfTectivement le cova- 
riant quadratique de ^(X, Y) etant devenu y/A. XY, on a les deux 
relations 

Xjjt' — 4 I-*- -I- 3 X: = o, 

X' (j. — 4 (J*-’ /X: 3 /c = o, 

d’ou Ton tire ces deux equations du second degre 

36\/X'5X2 — [/i(^ — i6X')2 — 9X:2(^ -f- i6X:)]X -H 36^ /X:® = o, 

12 v/X:^ [J.2 — (9 X;2-t- 16A.X: — ^/i) [j. 4- \ ihy/lt^ = 0. 

En les resolvant et posant, pour abreger, 

A. = (9X:2-i- 16/iX: — gh-Y — 24^AX:3, 
on aura un premier sjsteme de solutions, savoir 

72 \/X:«X = h(g — i6X:)2— 9X:2(^-1- r6X:)-+-(^ — x6X:) /A, 

24 [X = 9 X-s -h 16 /tX: — gh — /'A, 

etle second s’en deduira en changeant a la fois le signe de y/A dans 
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Lions en el [j., ce second syst^me poiirra aussi se reprdsenter par 
j’ c’est-a-dire par V et p', de sorte que Fon aura 

ya/XrsX' = 9 /f 2 (^H- ,6/c) — (^ - i6^)/a, 

•i.\ v/ 7?3 [j,' = 9 /f2 -1- i6 M — gh -t- /a. 

Void done, comme on Fa annonc^, les coefficients de la forme 
canonique 

5f(X, Y) = (X, v/7i, p, X')(X, Y)5 

exprimes en g, /i, /c, et Ton va voir que ces quantiles s’exprimeiiL 
elles-memes par les invariants de la forme propos^e. 


111 . 


Je rappellerai d’abord cetle proposition : que, eto^{x,y} 

designant deux covariants d’une forme /, si Fon pose 

-h.. .-h av-jay/''-' -1- avj^ 

d’ou 


TC— 7. x)= ayX''— i)y-i ly aoy^, 

I’expression 

■K^, 7)= 35^ +. . . 

^ dx dy^~^ ^ “ dy"^ 


sera encore un covariant de /, et je dirai suivant I’usage qu'il a 
^t(^ obtenu en operant avec cp(a7 , jk) sur tp, (^, y). Cela r^sulte de 
ce qu’en faisant 



(X, Y), savoir : 

~ dx.''-^ dY 


-+-. . .H-f— i)''-* A, 


dX rt^Yv-i 




I )'•' A u 




sera 


if niX - 1 - ni'Y, n X -T- /i' Y) ( mn' — ni' «)''■, 


ou I’exposant V| du determinant de ia substitution est le degr^ de 
jk)- ferai usage de cette proposition en prenant pour 
<I)((X, Y) et <I‘(X, Y) la transformee canoniqiie de la forme du 
cinquieme degre et son covariant quadratique, de sorte que I’on ail 

4 )(X, Y) = v/AXY, ‘I>.(X, Y)=i(X,Y). 

On obtiendra ainsi, sous sa forme canonique, un premier covariaiil 
du troisieme degre ( ' ) 

= aov/A(n, \/k, sfk, [r')(X, Yj^, 


et, en operant avec le carrd de $(X, Y), ce covariant lineaire 
A = i2oA(,/iX +/iY). 


Enfin on sail que le determinant 

dx dy dx dy 


est aussi un covariant, car on a 


( mn' — m' n) ij/ ( m X + iii! Y, n X + n' Y ) = 


d<\^ 

dX ~dX ~ 'dX lx' 


Faisant done 

<j>(X, Y) = /axy 

et prenant successivement pour<l>, les deux covariants anxquels on 
\ient de parvenir, savoir ; 

(I) v/A((r,v/^,/I, fjt')fX,Yp, 


/Tr\ 


\ f./Tv . ■/Tv\ 



on obtiendra les suivants ) 

(III) A(3|^, — 3fx')(X, Y)3, 

riv) a\/a(v/Ix— v/Jy), 


qui soiit encore du Lroisieme et du premier degre en X et Y. Main- 
tenant on voit qu’en opdrant avec (I) sur (III), on cst conduit a un 
invariant du huitieme degr^ (-), y/A^(jjLpL' — k ) : jele designerai par B. 
En op6rant avec (11) sur (IV), on trouve un invariant du douzieine 
degre (=*), \/A®/f, cjue je representerai par C. On a d’ailleurs 

XX' — 3 jJifjL' -1- 2 /c = \/X ; 


de sorte qii’ayant pose 

\V=g, 


on pent determiner «•, li eXk au inoyen de I’invariant du quatrieme 
degr^ A, et de ceux du huitieme et du douzieme degr^, que Ton 
vient dc ddfinlr, par ces relations 


3/i-f- 2/: = v/A, 

/A3 /Aii 


d’ou Ton tire 


A’*-+- 3 AB -i- G 
/A8 


, AB-t- C 
h = — 

\/A« 


Enfm j’observerai qu’en opdrant sur (I) avec le cube du cova- 
I'iant lindaire (11), on obtient un Invariant du dix-huilieme degre, 
ayant pour forme canonique y'A^ y//f=*(p. — p')- Jg le d(isignerai 
par K, en jjosant (■'') 

K = 1 2 /A'^ V^( [J- — l-*-^ )i 


et, d’apres les valeurs prcjcedemment donnees de p et p,' en fonc- 


(') Les expressions (III) et (IV) devraieiit 6Lrc preceddes du signe — . 

E. P. 

(^) Un coefficient numerique 36 serait h retablir devant rexpression qui suit. 

E. P. 

( 3 ^ Tin rnpffin'pnT niiTnfiiMrmo o Sfti'iiil. A ri'Uiililii’ JevanL I’exDl'eSSion 



354 OEUVHUS DU OH A REUS HERmite. 

tion de o-, A, A, on voit que 

K = — /A^ /a , 

et, par consequent, 

K-= A.’’ \ = A’[(9/f-H- i 6 A/c — ^A )2 — 24^^ 

Or il vient, en reniplagant g, A, A par les valeurs > 

K2 = (A2-1-3B)2AB2+2(A2+3B)(A2— I2B)BG-H(A2 — 

de sorte que est une function entiere des invt 
Une derniere et importante proposition nous rest( 
terminer ce sujet, c’est que tout invariant, quel qu’ 
exprim^ en function entiere de A, B, C et K. 

IV. 

En d^signantun invariant quelconque, fonction ei 
cients de la forme du cinquieme degr^ : /= (a, p, y, 
par 

I = e(a, P, Y, y', P', a'), 

je remarque d’abord que, la transformee canoniqut 

y/A, v/A, [/, )/)(X, Y)S 

ajant et^ dMuite de / par une substitution au ddte 
a ^galemenl 

1 = 0(a, p., y//f, y/A. p', X'), 

etl on en conclut, d’apres les expressions des coefi 
donndes prdc^demment, 

T _ P -t- Q y/A 

kn 

en d^signant par P et Q des functions enti^res en 
distinffuons entre les invariants rlirpnl-s pt invci 


savoir : 


rfi = (X', [i', v/A-, v/A, jj., X)(Xi, Yi) 5 . 

On. remarque qii’elle ne clifTere de .9^ que par le sigiie de \/A, de 
.sortc que I’expression dii meine invariant I relative a sera 

r.. P-Qy/I 


Nous aurons done, selon qu’il s’agira d’un invariant direct ou d’un 
invariant gauclie, 


P-i-Q/A P-Q/a 

/c« A" ’ 


on bien 

P -H Q v/a _ P — Q /a 
A" ~ A« 


Ainsi, dans Ic premier cas, Q = o et, dans Ic second, P = o. 
J’ajonte que le d^noniinateiir /f" disparait dans J’line et i’autre de 
ces expressions, qui prendront des lors les formes plus simples P 
el Qv/A. On va voir, en diet, que, d’apres la nature m^me de la 
fonction (-), aucune de ces quanlites ne peat devenir infinie pour 
7c = o; car, quel que soil to, on pent poser 
— — • _ 

0(X, i-i, y/A, y/A, [j.', X')= ©(Xw®, y/Ato, y/Ato-*, X'to-i>); 

et, en prenant to=\/A, nous allons reconnaitre que clans ce cas 
le second inembre est n(!;cessairement fini. C’est ce qui resulte 
immediatement des expressions 

7ay/i^X = li(g- — iGA )2 — 9A2(^ -H iGA) + (^ — i6A) y/A, 
a 4 y/ A^ [a = 9 A^ -i- 1 6 AA — ffh — y/A, 


•qui donnent; en supposant A — o. 


7a y/A® X = a^/i , 

•2.\ \J A® \x =■ — % gJi. 


Ces deux quantiles ^tant limitdes, on voit qu’il en est de mdne de 


X' to-® = 


XlO® 


et 


[Jt' 00-3 — 


h 

[JUO® ^ 


Ultlf] 


aegre, an inoj- 
nommes A, B, < 

A3 -f- 3 AB H- 


on voit I’invariant du dix-huitieme ordre figurer comme facteiir 
dans I’expression g^nerale Q\/A des invariants gauches, tandis que 
A, B, C se presentent seuls dans les invariants directs. Mais, pour 
parvenir a notre conclusion, expriraons en A, B, C, K les coefli' 
cients de la forme canonique. En posant, pour abreger, 

L =C3-^ -ABG2+ — An(3B-i- A’-)2(G-i- AB) 

72 

- 3oAG(C-t-AB)- 9 AG 2 — 90 B 2 G], 

M = G2 + iABG — A2(3B2-f-AG-i- A’-B), 

2 24 


•[A(A2-f-3B)-i5C]K, 


24 


on trouvera 


X/Gi=-f— - L'^A, 


f2v/G3=i-M'^A, 


L'l^A, 


XVC6= t4= 

V/A« 


tVG=‘= JL -(-M'v/A; 


on a d’ailleurs 




D’apres cela, je fais la substitution 


dont le determinant est numerique; elle donnera le rdsultat 
suivant 

[ X -r- X' -+- 5 ( [j. -t- |JI.' ) -r- lO \//c] -4- 5 [ X — X' -4- 3 ( |J. — [J.' )] U 

+ ro[XH- X'+ i;n- [jl'— 4s/^]t/AT3U’--4-io[X — X' — (iJi — [ji')] 

-+• 5[X + X' — [jl')-h4v'^]'^^TU^-i-[X-X'— 5(|jl- [jL'dv A=^U^ 


oil bien, d’apr^s les valeurs de \ [jl, a', p', 

5MC + ioC3)T3 — iov/^(L' 4- 3M'C)AT4U 
H-20 L -H MC — 2G3 ) A-* T3 U2 - 20\/^(L’ — M' CjT^ 

-h I o ( L — 3 M C -H a C8 ) A-2 TU 4 — 2 ( L' — 5 M' C ) A-i U - . 

Cette transformee poiirra servir, absolument coniine la forme cano- 
nique, a donner {’expression gcndrale des invariants de la forme 
du cinquieme degre, qui seront des fonctions entieres de ses coef- 
licients. Or, on observe que A, dans les termes en T®U-, TU'', U“, 
disparait comme denominateur; d’apres les valeurs de L, M, 17, M', 
on obtient eHectivement 


(L-4- IMG — 2G3) A-i 

= 2BG2-i- AA[(31B + A’-)-(C-t- AB) 

— 3oAG(C - 1 - AB)-9AG2~9oB2Gj 


— -1 AG(3B2-h AG -f- A2B), 

24 

(L — 3MG -h 2G3)A-2 

= A[(3B -t- A2)2 (Gh- AB)- 3oAG(GHh AB)-(jAG2— 9 oB2G] 
72 


-h iG(3B2-HAG-i- A^B), 

O 

(L'-5M'G}A-' = 


K(Ag-t- 3B) 
72 


Tons ces coeflicients sont ainsi des expressions endures en A, 
B, C, K, ayant pour diviseur \/C*, et par consequent un invariant 
quelconque sera une fonction endure des m^mes quantit^s divisee 
par une puissance de C. Mais les considi^rations prdcddentes ayant 



je III uLais prupusc a eLauiir et qiii aiuoribe a regaruer Jrv, jj, 
C, K coramc invariants fondamentaux, puisque tons les autres, 
quels qu’ils soient, en sont des fonctlons ralionnelles et entieres. 
M’arretant a ce point dans la thcorie algebrique des formes clii 
cinqnieine degrc, je reviens a mon objet principal en etablissaiiL 
la proposition suivante, qui sert de fondement a ma metbode, el 
qui montrera comment les invariants s’introduisent a litre d’^le- 
ments analytiques et jouent le principal role dans la resolution clc 
I’equation du cinquicme degre. 


V. 

Soient f{oc^y) line forme de degre quelconque n et o[x^y) un 
de ses covariants de degre n — 2 en x et y\ je dis que les coeffi- 
cients de la transformee enzde V equation fi^x^ i) = o, obtenue 
en posant 

z = 

sont tons des invariants de f{x^y). 

Avantd’exposer la demonstration, je I’appellerai que Ton nomme 
covariant de 

tout polynome ip(a:, jp; a, 6, c, . . .) dont les coefficients sont fonc- 
lions entieres de «, 6, c, . . . et tel qu’en posant 

/(mX+/?i'y, nX-i- «'¥) = ( A, B, C, ...)(X, Y)« 

on ait 

cp(X, Y; A, B, C, ...) = — w'/i)* (p (/nX -+- m' Y , nX. 11' Y \ a, Zi, c, ... ). 

On voit qu’en faisant, pour abreger, 

F(X, Y) = /(/jiX + w'Y, nX + n'Y) 
et 

^(X,Y)=cp(X,Y; A,B, G, . . .), 



Cjela pose, je considei'e les deux equations homogenes 

/(^, jk)=o, 
d f 

J)= 0, 


qui donnent cedes de I’^nonce pour j/=r, et d’ou Ton deduit 
ais^ment celles-ci 


i df 

i df 

[ -r J}= o, 


sur lesquelles je vais raisonner. Si I’on y remplace les coefficients 
. . . par ceux de la transformee A, B, G, . . elles devien- 

dront 


I ^^-hX.KX,Y)=o, 

I ^^-Y'I>(X,Y)=o, 


et il s’agit de comparer le rdsultat de I’dlimination de sc et y entre 
les Equations (i) avec celui de l’( 5 limination de X et Y entre les 
Equations (2). J’observe a ccL eflet que I’on pent introduire x y 
au lieu de X et Y en posant 


d’oh 


X — m X -1- m' Y, = n X + re' Y, 


^ _ 

dX ~ 


df ^df 


dx 


dy’ 


dX 


,d£ 

dx 


a 

dy' 


de cette manifere les Equations (2), en y remplagant ‘I‘(X, Y) par 
i^mrf — /w'n)' cp(a?, y), deviennent 


z 


z 


df ^ df 


dx 

d£ 

dx 


dy 

a 

dy 


-h Xf/rere' — ref re)' <p(iP, y) = 0, 
— Y (reire' — m' nf o(«, y) — 0. 


Or, en multipliant la premiere par n, la seconde par n' et retran- 
chant, il viendra 



df' 

z — y{mn ' — m'n)'- • o{x, y)— o. 


De meme, en muhi pliant la premiere par /??, la seconde par m ^ 
et retrancliant, on obtient 

df 

z-^ x{mn' — m' ny-' ^{x,y)=. o. 

Ce sont done precis(^inent les equations (i) qui se Lrouvent repro- 
duiles, en y mullipliant o[x^y) par [nin! — m' ny~' on rempla- 

cant ^ par ^ ■, — et il va etre ainsi prouve que les coeffi- 

" ^ {mil — in ny-^ ^ ^ 

cients de la transformee sont bien des invariants de En 

elTet, cette equation en s sera, d’apres un thdoreme connn, privee 

cle son second terme, et, si I’on ddsigne par D le discriminant, elle 

aura cette forjne 




A 


= 


l3, . . M dtant des fonctions entieres de a, b, c, . . .. Mainte- 

nant, si Ton remplace 5 par ; ; — — r— > elle devieiidra 

^ ^ (mn — m ny-^ 


z'^-+-{nin ' — m' ny^-^ ^ 


M 


+ ( mn' — m! n )3i-3 — - 4 - ( mn' — m' n -^ = o, 


d’ou Ton voit que, par le changement de . . . en A, B, C, . . 

les coefficients • • •, et, par consequent, . . ., M., se 

reproduisent multiplies par une puissance du determinant de la 
substitution, et sont bien des invariants. 


VI. 


Ge qui precede ne peut etre aopliaue aux formes cubiques el 



rianls quaaratiques, mais plus tarci on etaoiira, pour toutes les 
formes de degre n cgal ou supdrieur a cinq, I’existence de divers 
systemes de /z — r covarianLs du degrd n — 2. Designant par 

y): •••, jk) 

Tun de ces systemes, et posant 


j’introduirai I’expression 


arbitraires ti, 


1) 


qui contienl — i quantiles 


) 5 '■ 2 : 


comme formule gen 6 rale de transfor- 
mation a regard de I’dquation f{x, \)=o de degrd qiielconque 
supdrieur au quatrieme. On va voir ainsi disparaitre en quelque 
sorte les coefficients de cette Equation, pour faire place aux inva- 
riants qui prendront le caractere d’elements analytiques dans les 
plus importantes questions de la theorie des Equations alg(^briques. 
En eO’et, les quantitds lP, M deviendront des fonctions 
homogenes de t-2, . ^/<_.|, du deuxieme, du troisieme et enfiii 
du n'*-’”'" degr( 5 , dont les coefficients seront des invariants de la 
forme f{x.^y)] el, pour montrerimmediatement comment intervient 
leur propriety caract( 5 rlstique, en prenant, par cxcmple, 51 , je vais 
determiner le degre de ces coefficients dans les divers termes 
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I7 t'll 


Nommons indice d’un invariant ou d’un covai'iant o{x,y) I’ex- 
posant f, qui figure dans Tequation de definition 


cp(X,Y; A, B, C, ...) 

— {mu ' — m'ny cp(mX -+■ m'Y, nX + /i' Y ; a, b, . . .), 


et soient ij, io, les indices des covariants cpi(^, j), 

cp2(^, y), . . ., cp«_) (5?, y) qui entrent dans la formule gendrale de 
transformation. D’apres la demonstration donnee (§ V), le clian- 
gement de a, 6 , c, . . . en A, B, C, . . ., dans I’equalion en 5, revient 
k remplacer if, , t.,, par i^mn ' — m ' , twinin ' — ..., 
et il en resulte immediateinent que I’indice du coefficient d’un 
terme quelconque ta.t^ dans 5 t sera ia. -f- fp — 2. Mais ce coefficient 
a pour diviseur le discriminant dont I’indice est n{n — t); par con- 



dll covariant cpa("3?, y) en «, 6, c, . . au lieu de I’indice i’a, d’api’cs 
la relation 2 i^ = norj , — n + 2 , cette formule se simplifie et devient 
Oa+op+ 2 n — 4- On trouvera pour la forme cubique abso- 
lument de meme, que le degrd du coefficient de est 

^aH~ op + Oy + 3n — 6. Ce sont ces fonctions ^ et ^ qui jouent le 
principal role dans la reduction a la forme trlnome de requatioii 
du cinquieme degre, car cette reduction depend de la resolution 
des Equations ^ = o, 1(1 == o. Et Icl le point qui m’a sembld le plus 
essentiel et m’a le plus pr^occupd consiste a verifier la premiere eii 
exprimant io, f..), i., en fonction lineaire de deux indetermin^es. 
La methode a laquelle j’ai dte amene repose en entier sur le cliolx 
des quatre covariants du trolsieme degrd qui entrent dans la formule 
de transformation, et void comment on les obticiit. 

VII. 

Une remarque facile a etablir, et dont j’ai fait usage ailleurs (' ), 
me servira de pointcle depart. Elle consiste en ce que les coefficients 
des termes en ^ et ri, dans le d^veloppement de I’expression 

(>) 

ou y) et y) sont deux covariants d’une forme quel- 

conque f{x,y), sont encore des covariants de la mdme forme. En 
supposant 0 ( 2 ?, jk) du second degrd et o^[x,y) du Lroisieme, on 
voit ainsi un premier covariant cubique donner naissance a trois 
autres, et les ^l^ments de la formule de transformation 

T =: ^ (^1 UV3<,{X^ I)-H C I ) H- cv epv ( a?, i) 

Jxi.^1 0 

semblent s’offrir d’eux-m^mes, en partant du covariant quadratiquc 
4 Pf -1-372)37- 

+ (aa' — 3 pp'-t- 2-^Y)xy -+-(a'P — 4 P'y -+- 


CL uu cuvaridUL uu Lrojsienie uegre oDienu au paragrapne iJi, en 
operant avec cp(^, y) sur la forme propost^e /(^, y). Dcsignons, 
pour Ics introduire dans I’expression (i), par Y) et <I>, (X, Y), 
les transformees canoniqucs de y) et ca, y)\ on aura 

(X, Y)=:v/AXY, 

‘t,(X, Y) = \/a([jlX3-i-3v/^X2Y + 3/4XY2-(- jj^'Y^), 


et I’on pourra reinplacer 


par 


Posant done 


/ . do ^ do 




"1*1 [(^ — "n /a ) X, -I- •/) v/ a) y ] 

= ^3ci>,(X, Y)-3r-ri4),(X, Y)+3^-o3cl,3(X,Y)-'ri'’<H(X,Y), 

voici, sous forme canonique, les expressions des covariants quo 
nous sommes Lout d’abord amen<5s a prendre pour cp, (a?, y), 
^^{x^ y)^ . . a savoir : 

( X, Y ) = y/A ( (ji X3 -1- 3 \'kX} Y H- 3 y/I XY’- + |a' Y3 ) , 
ct2(X, Y)= A ([jlX3-h /T^X’-Y- /itXY^- |VY3), 

<I>3(X, Y) = v/A^(fjLX3— y/4X3Y— v/^XY2+ |/Y3), 
fI>4(X, Y)= A2((a.X3-3y/^X3Y-i-3y/^XY2- [x'Y3). 

Le premier est du troisieme degr(5 par rapport aux coefficients de 
la forme proposee, on, si I’on veut, du troisieme ordre (' ), et a rcQu 
de M. Sylvester la denomination de canonisant. Sous cette forme 
de determinant, savoir 

P Y y' 

Y Y' 

Y' P' 

— yx- — x^ 1 

sert de base au memorable travail de Tillustre analyste sur les 


JK)= 3 


a 

P 

Y 

y3 



Je me bornerai a observer, a son cgard, que toute forme ciibique 
(a, b' ^ yY admettant pour covariant I’expression 

(2b ^ — 3abb' -h a' a~, b-b'-h aba ' — o.ab"^, 

— b’-b — ab' a' 2 a' b-, — 2b'^ -{- Za' bb ' — aa'-){x, yY, 

on en tire un nouveau oovariant du troisieme degre et du neuvleme 
ordre 61 (^, r), dont je designerai la forme canonique par Y), 

de sorte que I’on aura 

^i(X,Y)= s/1^ — 3 [ 0 . /c 4 - [J.' I-*-" ) X.® 

4- 3 4 - fJifJ.' v/Y — o.y. k ) X- Y 

— 3^A^( \/^4- /A" — ajJi'/f)XY2 

— \/ A'^{‘j.\/1F ^ — 3 (ji' A- 4 - Y^. 

Le second covariant Oo(^, jk)? qi-b est du cinquieme ordre, donne 
lieu a line observation importantc. Lorsque la proposee /(^, J') 
admet un facteur lineaire an carr^, il contient ce facteur a la pre- 
miere puissance, ubsolument comme les derivees ^ et void in 
demonstration de cette proprietd. 

Designant par u et t deux constantes arbitraires, j’observerai 
qu’en prenant pour les coefficients X, p, . . de la forme canonique 

^ = (JL, fx', X')(X, Y)S 

les valeurs suivantes 


(0 


j X = (Gd — 5 't)o’®, 

1 |x = ^(3(1 4- 2 t)tc;^, 

< \/k: = ij 3 ^ 

I |jl'= ^( 3 t: 4 - 2 d)aT*, 

\ X' = (6t — 


qui donnent identiquement 



eiie uevieiiL 


^ = (aXH- tY)’- 

X [(fiff — 5x)a^ (4t: — 3a)-zcF-, (4 a — 3t)a'T2, ( 6 x — 5ff )x3](X, Y)3. 

On a done ainsi, clans le cas d’une racine double, Fexpression 
generale de la forme canoniejue et, par suite, de tons ses. cova- 
riants. En particiilier, on obtient 

cp 2 (X, Y) = Tcr-l-A(iTX-t-TY) 

X j^(3iT-i-2T)a-, ^(x — <T)'r(T, — (2 0 - 3x)x2j (X, Y)^, 

ce c|ui ^tablit la propri^t (5 6 noncee. Mais on reconnaitra qu’elle 
n’appartient plus aux covariants y) et o., (.2;, j'), et e’est ee 

qui conduit a les remplacer respectivement par les siiivants 

AtpiC.r, j). 

404(^1 jO-t- 3A9j(r,7)-i - 96 ^ 1 ( 37 , 7 ), 

qui sont encore du septieme et du neuvieme ordre, et ou elle se 
retroLive. On obtient en efiet, dans le cas d’lin facteiir double, les 
expressions 

4'I’3(X, Y)-t- A (X, Y) 

= -h/A^x o'(aX-l-'cY) j^(3 a -H 2 x)<t2, _ ^ (x h- CT)xa, (3x + 2a)x2 j(X, Y)^, 
4 cI>4(X, Y)-h3AcI>,.(X, Y)-i-9G¥i(X, Y) 

= — ^ ^A^ CT^x” (d — x)(3 d--l- 2 X(T -H 3 X-) ( dX -h v Y)^, 

et, si on les designe cle inline par 03(a.', y) et cp/, (2:, y) afm de ne 
pas multiplier les notations, leurs formes canonicpies seront 

4 ) 3 ( X , Y ) = s/a}{5 |a X» - v/?X 2 Y - XY^ - 1 - 5 [x' Y 3 ) , 

<:I\(X, Y)= /A3[7/Afjt. ■+■ 96(2//:3— Sjj,/. [x'|j.2)]X3 

— 3 \/A3 [3 /a v/X' — oCCv^/c^-t- ixfx' \fk — 2 [a/;)]X2 Y 

Q ./TaT 'iJTJT JT on' /-'ll\Y->. 
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ou encore 

Y)= /A 3 [( 7 ^-+- 75 A~i 8 /:)h- — 64 X[j.y^]X 3 

— 3 \/A 2 [( 3 /^ -+- 1 5 i A — 90 /c) //r — 64X' Y 
-f- 3 \/A^ [(3^ -1- 1 5 i a — 90/f ) \/A — 64 X XY- 

— \/A^[(7^-h 75A — i8A)[jl' — 64Xy\/A]Y*. 

Tous les covariants clont se compose la forniule de transforma- 
tion pour I’^quation da clnqui^me degre sont maintenant definis ('), 
et il ne me reste plus qii’a montrer que I’invariant du liuitieme 
ordre D = A--}- laHB est le discriminant de cette Equation. EfFec- 
tivement les equations (i) relatives an cas d’un facteiir double 
donnent 

g- CiTcr — 3o'c-)aST;5^ 

a5 A =(6<r2-(- i3xff -t- 6x2)a5T:5, 

k — ffO-rO, 

•d’ou 

iT -H 1 0.5 A — 126 A = 0, 

•et en remplacant A, k par leurs valeurs en A, B, C, 

A2-1- 128B = o, 


(') Celui du neuvierne ordre merite d’etre rcmarqud; si Ton opere en eflet avcc 
le covariant quadratique sur tp 4 (ic, y), on est conduit ii un covariant du premier 
degre qui, dans le cas oii la propos6e conticnl un facteur lineaire dlevd au carre^ 
•coincide avec ce facteur. Sa forme canonique est 

A^ [(Sg" -+-i5i A — 90 /f) ^ — 6.4X'iJ.-]x — A^[( 3g H- i5i A — Qok)\Jk — G^Xp.'’] Y. 


l)n r^sultat analogue a lieu pour loutes les formes / = (a, i, . . b\ a'){a:^ y)" 
•de degr6 impair et supdrieur k trois. Soit, en effel, D le discriminant; M. Cayley 
a d^montre que, pour D =i 0 , le covariant 


?(^> r) = 


dD dD 

da do 


'-'^y+...+ 


db 


^yn- 


rfD 
da ^ 


devient la puissance /j'*“°du facteur contenu alors dans/au carrd. Or en operant 




Ut; LJLII IclJL VUll l|UC S CVclllUUlL JJlCll LIU11J5 Id CcLb UU id piUpUScC 

admet deux I'aciiies egales. Ldnvariant du douzieme ordre 
]3, = 2 5 AB -f- i(3C, qui se presentera Llentot, poiirrait etre appele 
.second discj'u)iinant, les deux condilions D = o, D, = o exprimaiit 
qiie la propos(^'e contient deux facteurs lineaires douljles. 


YIII. 

Nous voici parvenus a un point bien Important et qiii servira 
d’epreuve a toules les eonsiddrations pr(3cedentes, c’est le calcul 
de la forme quadralique a quatre indeterminees designee par 
Deja nous savons que les coefficients de cette forme sont des inva- 
riants, je vais prouver de plus qu’ils contiennent tons le discrimi- 
nant D comme facteur, le coefficient du seal terme t- etani 
exceptd. Reprenons a cet elfet I’expression 

t cpi (a:', i)-l- u i)-l- V cfi3(a;, ij-H w cp;„(a7, i) 

^ I) 

et soit pour un instant 

0 (,r) = « (poCa?, i)-i- P tp3(a", 1)+ tv tp4(a?, 1); 

je dis qu’en nommaiiL Xq, x. 2 , les racines de I’equation 

proposde, la quantite 0(^o) sera divisible par 

a'o — a.'s ) ( a?o — ) • 

Remplacons 5 cet efi'et - dans ©(a?) par leurs valeurs 

en fonction des raeines, 0 (j:o) prendra ^videmment Ja forme s«i- 
vante : 

II (a^o, 37), a’2, a?;), a;'^), 

n d^sig-nant une fonetion entiere. Cela etant, plagons-noiis dans le 
cas de deux raeines dgales, en siipposant par exemple Xq = Xi^ 
cliaeun des covariants qui entrent dans Q(x), et par consequent 
cette fonction elle-meine, s’^vanouira pour x = Xq. 11 en ri^sulte 
que n(;ro, x^, x^, Xj^) s’annule quand on y fait XQ = Xt., et il 

/in cprait rip in/jmp nAiii’ 


( aro — ar j , ) ( 070 — ) ( -aJo — ^3 ) ( ^0 — ^4 ) • 


On pent done, en ddsignant par ^(a?) ime fonction entiere, ecrire 


tO\{CC, l) 

0 


-+- 4>(a7). 


Cela pose, et observant qiie Pequation en z n’a pas de second terme, 
j’exprime ^ par la somme des carres de ses racines, ce qui donnera 
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" 5 " 


V r 0 

^ L/a(a^, 0 



le signe dans le second inembre se rapportant aiix diverses ra- 
cines x = Xo, Xt, Or, on sail, par un theoreme dldmentaire, 

que 




0 

I) 


‘t'(£l7) 


sereduitaune fonction entiere, etl’on voitparl^i que, abexception 
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dll coefficient t-, ions les termes de sont entiers, ce qui demontre 
la proposition annonc^e. 

Determinons inaintenant I’ordre de ces termes a I’aide de la for- 
mule du paragraphe VI, 

•+■ op -+- 2 n — 4, 

el qui s’appliquera, en prenant pour S,, §05 O33 les valeurs 3, 5, 
7, 9. Pour les coefficients de Jt-, f-; u-, mv, on obtiendra 
les nombres 12, 16, 20; 16, 20, 24, multiples de 4; quant aux 
coefficients de tu, Uv, uw, vw, ce seront des invariants d’ordres 
impairement pairs : t 4, 18, 18, 22, et par consequent tons sont 
nuls, car, en les divisant par le discriminant qu’ils contierment en 
facteur, I’ordre des quotients estinfdrieur a 18, qui est le plus petit 
degre possible d’un invariant gauche. On reconnait ainsi, et avant 
lout calcul, que % est la somme de deux formes quadratiques a 
deux indeterminees, I’une en t et p, I’autre en u et w, de sorte 
que le mode de solution de I’equation ^ = o, dont ddpend essen- 


presenle de lui-m^me en egalant separement a zero ces deux 
formes. 

Voici ceLte equation qu’on oblient par une m^hode facile : 

( [DiZ2— 6BD«P — D(D, — ioAB)(;2] 

( 4-D[— B«2_,_2DiapPH-(9BD — ioADi)cp2] _ 

D,, comme on I’a dit plus haut, est 

25 AB -H i6 G, 

et, en posant 

Dii2— 6BDZP — D(Di— ioAB)p2=o, 

B«2_2]3j mh/ — (gBD — ioADi)pp2== o, 

on trouvera, si Ton dcrit, pour abre^ger, 

N = Df — loABDj-i-gB^D, 

ces valeurs bien simples : 

3BD -i-\/ND DiH-^/n 

d; 

Aiissi avais-je pensd qii elles dtaient la conclusion definiLivc de ma 
methode, lorsqu’un nouvel examen de requation (r) me fit aper- 
cevoii cet autre mode de solution ou des invariants du liuiLidme 
ordre seuleinent figurent sous les radicaux carres. En recrivaiit 
ainsi ; 


Di(i!2— Dp2_,_2Dm(.p — ioADtp2)-i-BD(ioAp2_ CUP— gD(p2) = o, 
on la vdrifie si I’on pose 

— Dp2_|_ aDittp — ioAD(v2~ 0^ 

10 A p2 — 6 ifp — £{2-1- gD tp2 — Q_ 

Or, en faisant 

« = £{ = U -i- 5 aw, p=-Lv, (V = W, 

\/'i ’ 


ces Equations deviennent 



La premiere est satisfaite par ces valeurs 

T = pW— iu, V = pW-t--U, 

P P 

Oil p reste arbitraire, el, en les substituant daas la seconde, il suffira 
pour la verifier egalemeiit de prendre 

p2 = 5 A -h 3 v/D. 

Deux voies s’ouvrenL done comme consequence de ces deux 
modes de solution, pour achever la reduction a la forme trinomo 
en calculant et r^solvant I’^quation du troisiem.e degre ||i = o. Et, 
comme on ne peut voir d’avance aucun motif de preferer I’uiie a 
I’autre, toutes deux doivent etre suivies afin d’en comparer les 
resultats, et reconnaitre les irrationnalit^s qu’elles introduisenl 
dans la formule de substitution. Mais, me sentanl plutot attire vers 
la m^thode de resolution de Pequation du cinquieuie degre a 
laquelle M. Kronecker a attache son nom, j’ai prefere consacrer a 
I’approfondir le temps que ces calculs paraissent exiger. J'in- 
diquerai cependant quelques cas particuliers ou ils s’abrdgeraient 
beaucoup, en supposant par exemple D< = o ou B = o; car il 
SLiflirait de prendi'e, dans Ic premier, 

V = o, u = 3 y/D w, 

et, dans le second, 

t = ±y/Dv, w = 0 . 

Enfin, si Ton avait 

5 A 3 \/D = 0, 


ce qui rendrait illusoires les expressions de T et V, on de\rait 
poser 


d’ou 


U = o, T= — V, 




v/I 


T, 


t= ^y/DT, 

y/2 


u = SAW, 


tv = W. 



nation, an mojen aes invariants, an nombre des racines reelles on 
imaginaires de I’^quation du cinquieme degre. 

IX. 

Les resultats obteniis dans I’dtude des formes a deux indeter- 
mindes, independamment de leur interet propre, paraissent avoir 
pour consequence de donnerala theorie des equations algebriques 
une base nouvelle, et je ne pense pas m’eloigner trop de I’objet 
principal de ces reclierclies en montrant de quelle raaniere les 
nouveaux elements de I’Algebre, invariants et covariants, s’intro- 
duisent dans les questions resolues pour la premiere fois par le 
theoreme de Sturm. Mais on verraleur rdle commencer seulement 
a partir du cinquieme degre, comme pour rendre manifeste, sous 
un nouveau point de vue, la profonde diflerence qui separe les 
equations des quatre premiers degres, seiiles solubles par radicauX; 
de celles des degres superienrs. Ainsi on a deja remarque que la 
formule generale de transformation 

^ _ b 0-*- \)-h. ..-h tn-\ o»-i Ta?, l) 

0 

n’a pas d’existenee effective a regard des equations du troisieme 
et du quatrieme degre; mais, ces cas exceptes, je vais donner la 
definition des n — i covariants qui servent ii la composer. 

Je dis, en premier lieu, que toute forme du degre n admet un 
covariant quadratique du second ordre en supposant n impair, du 
troisieme pour /z=: 4 ^"'+" 2 , et enfin du cinquieme pour n = /\ fH-8, 
ce qui exclut le cas de n = 4* 

On a effectivement, pour les formes du deuxieme et du troisieme 
degre {a, 6, a'){x,y)-, (a, b, 6', a'){x,yy\ ces covariants 

(aa'— b^y{ct, b, a')(x, y)-, 

(a"- a'2 + 4 ab's + 4a' b^ — 3 b^- b'^ — G aa' bb' )<■ 

X{b^— ab\ bb' ~ aa', b'^— a'b)(x, y)-, 

d’ordre a f + i et 4t + a ; on en conclut par la loi de reciprocite 
I’existence, pour les formes de degre af + i et 4f + 2 , de cova- 


aegre, et je vajs uiauiix uix uuvarianL (.| Liauraaqui 

d’ordre 4^ + J’opere a cet efTet sur le covariant ctibique et di 
troisiemp ordre, ayant pour expression, canonique « 

cPi^X, Y) = /a([x, \fk, |J.')(X, Y)3, 

avec le covariant lindaire et du cinquieme ordre oLtenu para- 
graphe III, savoir : _ 

A(v/^X-^//:Y). 


On parvient ainsi an covariant quadratique et du huitieme ordre 

savoir (') : _ _ 

v//c[( //c - fl)X2 ~{/k~ |jl') Y2 ], 

et il sufflt de le multiplier par A' pour obtenir I’ordre 4^ + 8, d( 
sorte que Ton conclut, par la loi de rdciprocite, comme precedem- 
ment, I’existence d’un covariant quadratique du cinc|uieme ordre 
pour le degre 4 ^ + 8. 

Ce resultat pent servir de base pour gdneraliser la notion dei 
formes canoniques (-) telle qu’elle a etd donnee au debut de cei 
recherches; mais actuellement je jne bornerai aiix consequencei 
que void : 

, Designant par le covariant quadratique auquel on vieii 

de parvenir, j’observe qu’en opdrant sur la proposee avec o[x^y' 
on obtient un covariant du degrd n — i cjue je reprdsenterai pai 
cp, {x^y). Cela pose, eten I'ecourant de nouveau au tlidoreme don 
il a dte fait usage au paragraphe VII, le systeme des n — i cova- 
riants du degre n — 2 pourra etre ddfini par les coefficients de: 
termes en ^ et dans I’expression 







do\ 
^ dx) 


(') Un coefficienl numdi’ique — 3 serait ar^tablir clevant rexpresslon qui suit 

E. P. 

(-) On ne pourrait plus, en consid6rant pai' exemple le septieme degre, dcler 
miner les coefficients de la Iransform^e i =(X, p., v, \/l, \fl, v', p.', X') (X, Y)’ ci 
fonction de XX'= vv' = /c et 1. Il serait necessaire de joindre a ces quail 

tites, V V , p, p', ct m6me X — X' qui s’expriment faci lement par des invariant 


A. la verite, el des le cas de n-= 5, ces covariants ne sont pas 
ceux qui ont etc employes; mais ils pr^sentent cet avantage d’avoir 
des transformees extremement simples, qii’on pent obtenir expli- 
citement si Ton y fait Ja substitution propre a ramener o(^, y) a 
la forme monome y^AXY, Et c’est ainsi qu’on pent demontrer 
qu’ils sont lindairement independants; mais j’ari'ive immediate- 
ment, sans m’arreter a ce point, a mon principal objet, qui est 
d’obtenir, au moyen des invariants de la forme proposee /(a?, y), le 
nombre des racines r^elles et imaginaires de I’equation t) = o. 


X. 

A cet elTet je rappellerai le principe du Jacobi, qu’en reduisant 
a une sommc de carres, par une substitution reelle, la forme qua- 
dratique 

( iffl Ctt\ — t— O?" ^2 ~i~ • • • “l~ til — I 

-+“ ( iffl ~t- bti -t- ft -+- . . . tn—i )■ “h . . . 

-t- ( ^0 -t- fcti H- /i- ^2 -t- • • . H- />:"“* tn-i )•, 

ou a, /{ sont les racines de lYquation proposee, le nombre 

des carres afl'ect^s de coefficients n^galifs esl precisi^ment egal au 
nombre des couples de racines imaginaires. Et, si Ton fait 

n(^)= ^i'n:,(a7) + . . .-f- far), 

7:o(rr), TTi (.r), . . ., (x) dtant des fonctions rationnelles qiiel- 

conques de x, le inline fait a lieu a lYgard de la forme plus g(5n(i- 
rale 

n2(a)-H n2(6)-i-..,+ n«(/c). 

Or, en prenant 

il, (pifar, t)-l - ^2 cp 2 (a?, . .-i- cp„_,(a7, 0 

tons les coefficients seront des invariants de y), et par con- 

d^nrii^artl a /-\r» ^r^ !• o n 1 *^ a c/Mviiv^^a rlia CArAn I iMAn /^AC 


^(a;) = 


Of (x, — 1 cp/l, — l(^i '^) 

fx{^, I) ~ ' 


on aura 


n2(a)-+-n2(*) + - .•^-IlH/f)= H-. . 

de sorte qu’il suffiL d’op^rer sur la forme quaclraLique a /i — i 
indeterminees 

C’est ce que je vais faire dans le cas de I’dquaLion dii cinquieme 
degre, en supposant comme pr^c^demment, pour obtenirla rtkluc- 
tion a la forme trinome, 

i CO, (a^, 1 )-+- eso(ir, i)h- P cp3(a?, i)-l- ep4,(a:, i) 

q>(a:) = — ^ jr~, r ’ 

/r(^P, I) 

ce qui donnera 

-DF =[D,f2_6BD^P— D(D, — ioAB)p2 j 

+ D[ — B £4^+ 2 D 1 ££wp -i- (gBD — £0 A.Dj ) 

J’observerai d’abord que le discriminant desig'iid par D est le 
produit des carr^s des diffc^rences des racines, iruilLipli(5 par le 
facteur positif o®, et I’on en conclut aisdment que la seule condition 
D<^o est n^cessaire et suffisante pour que requation possede deux 
racines imaginaires et trois reelles. Mais l’liypotlad;se D >► 0 con- 
vient aux deux autres cas de cinq racines rdelles on de quatre 
imaginaires, qu’il s’agit done d’examiner. 

Pour le premier, F doit se reduire a une soinme de carres tons 
affectes de coefficients positifs; ainsi il faut et il suffit que le« 
formes quadratiques 

(i) — 6 BD^p — D(Dj — ioAB)p2, 

(11) — B £ 42 + 2 D 1 uw -(-(gBD — 10 AD, ) pp>2 

soient definies et positives. Faisant done, comme au para- 
grapbe VIII, 

N = D 2 — ioABD,-f- 9B2D, 
on aura les criteria suivants : 


Pour le second, deux des coefficients des carres doivent elre 
negatifs, ce qui est realisd de deux manieres difFerenles : d’abord 
par la condition unique N > o, car les foi'ines (I) et (II) seront 
ainsi des dilTercnccs de carres, el ensuite en les supposant Loutes 
deux definies, Pune etant positive et I’auLre negative. Cela donne 
avec N <( o les conditions 


Di>o, B>o, 

ou bien celles-ci 

Dj < o, B <; 0, 


c’est-a-dire simplement BD, >0. 

On remarquera que parini ces criteria ne figure point la coinbi- 
naison 

N < 0, Di< 0, B > o; 

et le motif de cette exclusion est qu’on supposerait ainsi les formes 
(I) et (II) definies et negatives, c’est-a-dire F reductible a quatre 
carrds alFectes de coefficients negatifs, ce que I’on reconnait 
impossible d’apres son origine raeme. Le Tableau suivant pent done 
resuiner nos conclusions : 


N > o, unc raciue rcelle, quatre imaginaires; 

N < 0, BDi>o, Line racine reelle, quatre imaginaires; 

N < o, BD, < o, cinq racines reclles. 

Mais void un autre systerae de criteria auqiiel va nous conduire 
la m<§thode suivante : 

Supposant toujours le discriminant positif de manifere a n’avoir 
a distinguer que deux cas, j’^cris, comme au paragraphe VIII, 

^ DF = Di ( i! 2 — Dr 2 _|_ ‘iY)uw — to AD (v^) 

-+■ BD(ioAr* — — w^-i-gD w-). 


Cela posd, soil pour un instant 


on aura 


= (i — 3a) V )- — CO {^L — — w J , 

-I- (o'^= (i — Sco'p)- — O)' — ; W 

el, par consequent, 

D,a'‘4-BD^= [^( ^ — 3 co' 0 )2 - ( 


CO CO 

DiO)'— BD 

CO 




T 


Or voici les consequences de cctte nouvelle decomposition en 
carres : 


Supposons les racines co iinaginaires, c’est-a-clire 20 A- — 9D -<0. 
on pourra evldemment poser, en ddsignant par T, U, V, W dcs 
fonctions lineaires reelles de «, e, m. 


D,co — BD 



CO — 

- co' 

D 

|Co'- 

- BD 


oj' “ 

- CO 

,D, 

,(0 — 

BD 

U) 

/ 1 
to 

D, 

co' — 

BD / 


co' — CO 


(« -3to'p)2 =(T -+-/~V)^ 
(^_3o)p)•■!=(T-v/^V)^ 

=(u+/^w)^ 


de sorte que F deviendra 

(t-^v/^v)V(t-v/^v)--(u ->-v/~w)"— (u 

ou hien 

2T2_2V2— 2 U 2 + 2 W 2 . 

Nous parvenons ainsi a deux carres afFectds de coefficients nd- 
gatifs, et, par consequent, quatre des racines de Fdquation pro- 
posee sont iinaginaires. 



Soit, en secoiJ.*-^ xieu, A"- yu ^o; deux c; 

tinguer, sviivaiit quo A sera posiLif ou. negatif. 

Dans Is preniiGi^ l0s derix I'acines sont positi" 
comme tout a rheure conduit deux carres dont 
sont ncgntifs. Et darts le secoixd cas il en sera de 
D,oj» — Br> ID, to'— HD • 
les quantites — - ^7 — ? sorit designesc( 


irouve 

(Dito 


d’ou la condition 


Br>)(Di u)' — BD)= -ND 

9 


N >> o. 


Enfin, en SLipposaixt IN dil o, F se reduira a nne sc 
dont les coefficients auronL tons le meme signe, et 
seront posilifs, le cas ou ils seraient negatifs de 
conune on I’a cldja vu . Les cortclusions qui preci 
resnmees : 

25A- — c) D < o, une racine reelle, quatre imaginaires; 

25A2 — 9D>o, a > o, iJiie raci n e reel le, quatre imag 

•ioA^— 9 D>o, Ac o, N >> o, une racine reelle, qiiat 

2 'jA 2 — 9 D>o, a c; o, in o, cinq racines reellcs. 

Elies s’accordent avec les r^sviltats auxquelsestj 
vester dans le Mdmoire d<ij n citd, et j ’observerai, f 
la comparaison, cju’oix a, emlre IB, G et les qua 

par J, K, E, A dans ce lyrc^im oire , les i^elations suiva 

J = At, 

K = B, 

9 B = G H- AB, 

A = A3 — all L. 

Mais la inarche c[u.e j’ai suivie ne saurait condi 
important et si nouvean en Algebre, des criteria 
paranietre variable entre certaixxes limites, et qui 
des plus belles d<5couvertes dii savant geom^tre an^ 
une autre direction que je vais suivre encore ces 
ressantes, en m’occupant d n syst^ine des fonctions 


reme de Sturm pour la cletermination du nombre de leurs racines 
reelles et imaginaires, on. est amene a se demancler s’il n’y a pas, a 
partir du cinquieme degrc, line modification correspoiidante a 
decouvrir dans le svsteme des fonctions que ce theoreme cdlebre 
presente sous une seule et meme forme analytique pour les equa- 
tions de tons les degres. On pent ainsi penser a rctrouver leurs 
proprietes caracteristiques dans certains covariants, afin de les 
employer alors au m^me usage; inais ce sont des covariants 
doubles qui m’ont paru s’ofl’rir an moins de la maniere la plus 
immediate et la plus facile, comme jc vais le monlrcr. 

Mon point de depart est dans unc generalisation du systeme des 
fonctions 

V =(a’ — a){x — — A-), 


v,= v2 


a 

(a-by- 


(.r — a){.T — b) 


que je vais d’abord indiquer. 

Employant avec M, Sylvester (‘), afin d’abrdger, le symbole 
Zj, , . /r) pour designer le produit des carres des differences 
des racines a, Z>, , . /,-, je poserai 


X — a 

y), = V a') (x b) 

{x — a){x — b) 


^{a, b), 




{x ' — a){x ' — b)(x' — c) 


C(«, b, c), 


{x — a){x ■ — b){x — c) 

* 

Y>,i = {x' — a){x ' — b). . .(x' — k) !^(a, b, c, . . . , k), 


(') On a Theory of the syzygetic relations, dans les Transactions philoso- 
phiques de i853, p. 457. 
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de sorte que sera I’invariant de la forme quadradque 

^ ( ^0 ~1~ 0,ti CL- in — t— . . . — i— Ct^ tl)- . 

T — a ' ' 

De la on conclut d<5ja, d’aprcs le principe de Jacobi ('), que le 
nombre des variadons de la suite 

(0 V, x:q, 

est egal au nombre des raciiies rdelles de I’dquadon V = o com- 
prises entre x et x’ ^ plus le nombre des couples de racines imagi- 
naires. Cette derniere quantity se determinant en faisant x — x\ 
on voit que les nouvelles fonctions qui sont a deux variables rem- 
plissent le m^me objet que celles de Sturm. J’ajoute qu’elles ont 
absolument les m^mes propridtes et, bien que je n’aie pas a les 
employer ulterieurement, j’indiquerai, a cetdgard, les propositions 
suivantes. 

Soil 

les coefficients A/, 13/, . . . etant des polynomes enders en x^ du 
degre f, on aura, entre trois fonctions consdcutives \‘^/_i, '^‘^/, 
la relation suivante : 


A/'tPi-i — [Aj-iA/a:’ -i-(Bj_|A/ — Az-iB/d^'-^z-l- Af_ , = o. 


On voit ainsi qu’elles pourront de proclie en procbe s’obtenir 
toutes en partant des deux premieres, ou bien V qui est le pre- 
mier membre de I’dquation proposee, et'^-^i dont void I’expression. 
Supposant que V soil donne par la fonction liomogene /(^, y) 


poury = I, on aura 


= a?' 


dx 




montrer J eliet, je vais employer siiccjnctement le mode de demon- 
stration de ce theoreme fonde sur des considerations de continuite, 
en laissant fixe la quantild x' et faisant croitre x de X(, a X. Partaiil 
pour cela de I’ecpiation 



je reinarque que, si x' esten dehors de ces limites et siipdrieur a X 
par exemple, se comporte exactexTient comme la derivde Vj. 
D’ailleurs, quand une fo notion intermediaire queiconque 
s’annule, et sont de signes contraires; done Texces du 
nombre des variations de la suite (2) pour x = Xo, sur le nombre 
des variations pour ^ = X, est egal an nombre des raciiies reelles 
de I’equation V = o, qui sont comprises entre Xq et X. En siqDpo- 
sant x'<C,Xo, on pourrait encore raisonner de meme, mais en 
faisant d^croitre a: de X a a?o- Enfin, quand x' est compris entre 
Xq et X, on trouvera que I’exces du nombre des variations pour 
X ~ Xa sur le nombre des variations pour a; = X reprfisente le 
nombre des racines reelles comprises entre Xo et x', moins le 
nombre des racines comprises entre et X, et ces resultats 
s’accordent evidemment avec I’enoncd donne plus haut. 
J’indiquerai, en second lieu, la relation 

(2) Wi = w,xh-u,v, 

W,- et Ui dtant des polynomes rationnels et entiers en x et x' . 
Le premier W^- est I’invariant de la forme quadratique 

(37 — ) ( 27 — ' Qi') -f- at I — I— Cl~ ^2 * h' — 1 

de sorte que la suite des polynomes h deux variables 
I, W„ W 2 , W„ 

donne par les variations, absolument comme la suite des fonctions 
'*^i, le nombre des racines rdelles comprises entre x et x', aug- 
mente du nombre des couples de racines imaginaires. Pour avoir 


■+-{k—p){k — x ) = 2 _,{a — p){a~x'), 

et de mcme 

= — g)(« — 

q, r) = ^(^a—p){a-q){a—v){a — x'), 

et aiiisi de suite. On trouvera ainsi 

XJ2 = ^|^(a? — a){x ' — a) 02(a), 

1)3 = a? — a){x — b).{x ' — a){x ' — 6) ^(a, 6) G2(a, 6), 

— a) {x — b){x — c).{x' — a){x — b){x' — c) !^(a, 6, c) 02(a, i), c), 


La lol de ces expressions est (^vidente, et, bien quedans I’eqiia- 
tion (2) I’indice i ne doive pa.s surpasser n — i, on pent ndanmoins 
les continuer jusqu’au terme Uw que I’on trouve aisement avoir 
pour valeur On obtiendrait lie inline d’ailleurs 

W„ = V cVoii = 0, 

corame on pouvait efFectiveinent s’y attendre. Mais c’est la rela- 
tion 

qu’on doit surtout remarquer; si, pour abr^ger, on repr(^senLe 
par 4 -J 4 '’ • • •’ les valeurs de lafonction V ^ pour .r = a, 6, A', 

^ oAi) 111) <A. 

de sorte que 

— A), 

{b — a) {b — c). . .{b — k), 
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on aura les expressions suivantes : 
w„_i = vx?,, y - — 

(a? — a)(a? — a) 

TT -vxo Y [Jlo(6 — a;')— — 

n 1 (a? — a)(a7 — b).(x' — a) (a?' — b) 

On voit assez, sans aller plus loin dans cetLe Stride, I’etroite 
liaison de ces nouvelles fonctions avec celles du thdoreme de Sturm 
dont elles reproduisent les propri^tes analytiques. Elies servenl 
ensuite de transilion naturelle et facile pour arriver ^ celles dont 
je vais ^tablir I’existence a partir du cinquieme degre et qui sont 
des covariants doubles de la forme /(^, jk), Fequation proposdc 
etant i)= o. Pour cela, il suflira de remplacer la forme qua- 
dratique 

'V' a?' — a . , ^ 

* ( ^0 Ct'’ 


qui donne naissance aux fonctions V, par celle-ci : 

a 7 — a y 

ou Ton a, comme au paragraphe X, 

ti yi(a?, [)-f- h i)H-< • •-+- i) 


n(a7 ) — -|- 


/x{^, l) 


En effet, les expressions ^ etant des covariants doubles, et 

^ X — ay 

les quantitds n(a) des invariants, tons les coefficients de cette 
forme seront des covariants doubles en ,x et y d’une part, x' et y' 
de I’autre, et auxquels on pourra donner /{x, y) pour d^nomina- 
teur commun. Mais je ne veux pas m’dtendre davaniage sur ces 
questions generates, qui m’eloigneraient de mon sujet; je m’abstieu- 
drai m^me d’appliquer ce qui precede a Fequation du cinquieme 
degrd, pour entrer immediatement dans Fdtude de la m^thode de 
resolution par les fonctions elliptiques dont M. Kronecker est 


XII. 


La transformation cles fonctions elliptiques conduit a deux Sortes- 
d’ec[uations algebriques de la plus grande importance pour I’Al- 
gebre et la theorie des nombres ; les unes sont entre les modules 1 

et /f, les autres entre le multiplicateur — et le module. Ge sont ces 

dernieres qui ont (it^, an point devue de la resolution de I’^qiiation 
du cinquieme degre, le sujet des beaux travauxde M. Kronecker et 
de M. Brioscbi, et, comme les r^siiliats obtemis par ces eminents- 
gdometres me serviront de point de depart, je vais les rappeler 
succinctement. 

D’apres un tlieoreme de Jacobi, ddmontre dans le n“ 3 des Annali 
cli Mathemalica, t. I, aniiee i858, p. i^o, par M. Brioscbi (*), on 

sait que les racines de I’^quation du sixieme degrd entre = a? 
et /r, savoir 

/— sin am 4 w sin am 8to 

s^x — ^ 

sin coam4 to sin coam 8 to 

, . 1\ V l\ IC > ) / 1 

10 etant succcssiveraent j et ^ pour v = o, i , 2 , o, 4, s ex- 

priinent de la inaniere suivante : 

Designons par celle qui correspond a to = ce cpii 

conduit natnrellement a adopter la notation \lx^ pour la premiere- 
qui est donm^e en faisant to = on aura 

I x^ = A()y^5, = Aq -h p- Ai -f- p® Ao, 

(0 \/a?o = -^ 0 ■+■ Ai + Ao, \/^ = Ao H- p^ Ai -4- p“ Ao. 

[ = Ao -1- p Ai p* Aj, \ y/./.'4 — AoH- p'^-Ai -I- p Ao ; 

p etant line racine cinquieme de I’unitd. Ces expressions remar- 


(*) Le P. Jouberl avail trouv<5, de son c6te, la m6me diimonstration, en s’oe- 
r.nnant rle la fm-miition des donations entre M et /: oour la transformation relative- 




entre x et k : elles se retrouvent a I’^gard des racines des Equa- 
tions analogues (^) que donne la theorie des fonctions elliptiques 

entre I’inverse du raiiltiplicateur x et les quantites x^^t xJ^^ 


X 


\/k / k' 

A A' 


L’idee hardie, et qui devait etre si feconde, 


d’etudier en gEneral loates les equations du sixieme degre dont 
les racines s’expriment de cette maniere, quels que soient Aq, A|, 
Ao, revient en enlier a M. Kronecker. Un premier resultat, 
obtenu mais non publiE par le savant gEometre, a EtE donnE par 
M. Brioschi a la page 206 des Annali di Matemaiica^ t. I, 
annEe i858, etconsiste dans la formation meme de cette Equation 
du sixieme degre. Si Ton pose 


A — Ay Aj A j, 

B = 8 A^ Ai Aj - 2 kl A| Af -H A] A^ — Ao ( A| - 1 - A| ), 

G = 320 Ag A j A| — 160 AJ Af A^-h 20 A 5 A| A^ -H 6 Af A| 

— 4Ao(32Ag — 2 oA 2 AiA2H-5Af A|)(Af-+- A|)^- Ajo-t- A|“, 


elle aura cette forme remarquable (-) : 

(x — Ay(x — 5A)-t-ioB(a? — A)® — C{x — A)-+- jB - — AG = o. 


Un second rEsultat extremement important est dans I’abaisse- 
nient de cette Equation au cinquieme degrE (^). Les expressions 
donnEes par la formule 

=(x„— X^)( i — OTv-l ) ( 2 ?v+ 2 — a?v-2 ) , 

I’indice v Etant toujours un nombre entier pris suivantle module 5, 
sonl en elTet les racines de I’Equation suivante, ou 5^11 reprEsentc 


(') M. Briosohi, Sul methodo di Kronecker per la risoluzione delle equa- 
zioni di quinto grado, Atti dell’ InstitiUo Lombardo, t. I, i858, p. 275 , § K, 
et le P. JouBERT, Comptes rendus, t. XLVII, i858, p. 34 1 . 

(-) M. Kronecker, TJeber die Gleichungen funften Grades {Journal de Crelle, 
t. 59, aao^e 1861 ). 

(^) Le - cas particuliex’ de I’^quation M et A avail pour la premiere fois 


le discriminanl, ( ' ) de la proposde, savoir : 

ys-t- aoBy ’* -1-10(932 — AC ) y ^-+- 1003(932 — AC)jk2 

-h '^5 ( 9 32 — AG ) 2 jK — v/n = o. 


Enfin cette reduite pent (^tre simplifiee, et, en posant \^y=l/^x, 
M. Brioschi pai’vient ult^ricurement a ce beau rdsultat (-) : 
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5 ( 932 - AC) 
4^ 


4^ 


II sert en elTet d’origine a ces dqualions remarquables du clnquieme 
degr^ dont les racines s’obtiennent sous forme explicile a I’aide 
des transcendantes ellipliques, et qui, a cel egard, ofFrent deux 
cas principaux. Le premier s’obtient en posant 

A = (, 3 = 0 , C=-9.8/c2/c'2; 

alors I’dquation du sixicme degrd en x n’esL autre que la relation 
enlre le inultiplicateur etle module considerde plus haul, et, comme 
on I’a dit, on a 

sin am w sin am 8 CO 
^ ~ sin coam4 CO sin coam8 CO 


Quant a lardduite, elle a la forme Irinome 

c»»-t- 2 /c2/i'2(i — 2/1:2) = 0, 


a laquelle j’ai eu pour but, dans la premiere partie de ces 
recherclies, de ramener toute dquation du cinquieme degrd. 

Le second cas s’obtient cn posant 


A = 0 , 3 = ■ 

il conduit a la rdduite 


iG 


C = 28 


r — )G/c2/f'2 

/cWc"^ ^ 


a?8- 


45 


/c2 k 




(') On Irouvc aisdmcnt, pout’ A = 0, 
n =(C3— 




ou plus simplement, en mettant ^ au lieu de j?, 


— 10 373-1- 43 37 -f- 4 -i iy-p L = o, 


et c'est a cette equation particuliere que la m^thode de M. Kro- 
necker permet, comme on le verra bientot, de ramener le cas ge- 
neral. Quant a I’equation en x du sixieme degre, ses racines s’ex- 
priment de cette maniere 

/— cos am 2 0 ) cos am 4 o) 

= , 

cos am 4 o). cos am 2 o) 


^ • K vK 

to etant toujours et 


Hi' 


; nous avons ainsi les quantites par 


lesquelles M. Kronecker est parvenu le premier a representer cer- 
taines fonctions cyeliques des racines de I’^quation generale dii 
cinquieme degre, et par consequent les racines memes de cette 
equation. Mais je renonce a dire, en dnumdrant ees divers resultats, 
ce que je crois plus particulierement appartenir au geometre alle- 
mand et a M. Brioschi, plusieurs choses fondamcntalcs me pa- 
raissant avoir ete siniultan(§ment ddcouvertes par les deux auteurs. 
Je citerai surtout ce qui concerne les r^solvantes de requatioii 
genei’ale du cinquieme degrd, dontles racines ont la forme donnec 
par les Equations (i). J’ai etudie avec admiration Panalyse donnec 
par M. Briosclii sur ce point si important, et elle me servira do 
base pour les considerations que je vais exposer. 


XIII. 

Designons par I’indice dtant un nombre entier pris suivant le 
module 5, les racines de I’dquation (a, (5, -,, 1 -', >)==«, 

de maniere a repr^senter par ces formules de M. Betti, savoir 

OU rt, 6, c sont ^galement des nombres entiers pris suivant Ic 


de sorte quc loute foiiction ratioiinelle des racines, invariable par 
les substitutions d’un de ces groupes, n’aura que deux valeurs 
distinctes, et s’exprimera rationnellement par les coefficients de la 
proposde et la racine carrde du discriminant. Considdrant desor- 
mais comrae quantity adjointe cette racine carr^e, on pourra se 
borner aux substitutions (1), et les fonctions des racines dont nous 
allons surtout nous occuper, qui ont seulement six valours, seront 
caracterisees comnae ne changeant pas par les substitutions 
Soient done i^ = F(io 5 ^ 2 ? ^0 une telle fonction et u,i ce 

cjLi’elle devient en rempla^ant pat' i.ivVo valeurs qu’elle 

pourra prendre pour les 6o permutations (I) seront tq 
« 3 , ««/,, et le systeme de ces quantitds donne lieu a la remarque sui- 
vante. Convenant de reprdsenter la premiere par et les autres 
par Uni I’indice dtant pris suivant le module 5, on verifiera tr^s 
facilement qu’aux substitutions 

,,, j S. ( I 5, j l f. ) 

^ ^ i 5.+. j’ I El, i’ i £.v i 

correspondent ( ‘ ) 


( Un 1 

( U,l ) 

Un \ 


J ( ^ 


( /l-h t ) 

( U|^n, ) 

“l 



n J 


Mais les substitutions (A) repdtdes donnent toutes celles des for- 
mules (I), et il est visible qu’en composant entre elles les substi- 

[ u,i \ 

tutions (B), on trouvera pour rdsultat b cq b, c, d dtant 

' rii-t-d J 

des entiers pris suivant le module 5 et tels que ad — be est ri^sidu 
quadratique. On voit done que le groiipe de ]’(^quation en iq dans 


(’) Par Ml se trouve d6sign6 m„', n' 6lant un ciUier tcl que im'zsi (tnocl5). 



donL le premier membre depend seulement de donne k-k'^‘, 

enfin la condition B = — y- 'v -- acheve de determiner p et g. Voici 

k^/c - ' 

maintenant une remarque importante quirdsulte de cette metliode. 


XIV. 


On a vu tout a I’heure que I’dquation du sixieme degre 
(i) {x — Ay(x — 5A)-+-ioB('a7 — A)3 — C(x — A)-+-5B‘^ — AG = o 


etait reductible au cinquieme, la transformde obtenue par 
M. Brioschi ayant pour racines les expressions 


2v — rpr [( ) ( ^V+l ^V— 1 ) ( iTv— 2 )] ■ ) 

4 v5 


ou I’indice v prend les valeurs o, i, 2, 3, 4- H s’ensuit qu’en par- 
tant de I’equation gdiierale 

i)®= 0, 


et faisant kn = iinj nous allons pouvoir revenir au cinquieme degre 
en obtenant comme consequence du passage par I’dquation (i) ces 
resLiltats bien remarquables. En premier lieu la transforinde en 
s avoir 


(2) 


^5 



5(9B’— AC) 
4^ ^ 



o, 


ne contient pas, comme on le voit, de puissances paires de I’in- 
connue. En second lieu, comme on I’a dit plus haut, dans le cas 
deA = i, B=o, C= — et dans celui-ci : A = o, 

•p i6 ^ I — 5 , , 1- r j 

JD = — E = 2* — — , c est-a-dire, au lond, en suppo- 

sant B = 0 ou A== o, cette transformee pent etre rdsolue par les 
functions elliptiques. On voit done combien il importe de recon- 


naure cie qiieJie raaniere ciepenaeni les mconnues ^ et q; voici 
comme on y parvient. 

Soil pour un instant 

R = (^'2 + /^ 3 )^ 

S = /c, + /c,+ (A-„- /Co), 

T = /C 3 - /f2 ( /fi - /c,), 

on ti'Oiivera imm^dlatement 

\/x^ — \/xo~‘ 2 S, \/^-f-v/^ = (/ 5 -h i)R, 

— y/a 7 ,,,= 2T, v/a?i 4-/374 = (/d - 4 - 1) S, 

\/xo — \/xo = — (/ 54 -i)T, /372 4-/373= 2 R, 

et I’on en conclura — eRST, e d^signant un facteur nuineriqae. 

De cette expression rationnelle par rapport aux diverses quan- 
tit^s A'/;, on ddduira ensuite une autre racine quelconque en 

( Acrt ) 

effectuant la substitution \ [• Ce r( 5 sultat montre qu’en faisant 

/(•„= u„, le produit RST, qui devient alors une fonction rationnelle 
des racines ^0, ^2? est sjnuilrique par rapport a quatre 

d’entre elles, et pent s’exprirner rationnellement en ^05 au inoyen 
des coefficients de I’^quation etde la racine carr^e du discriminant. 

Effectivement, la substitution | |j par laquelle z^J se deduit 

de Zo, s’obtient comme on I’a vu dans le paragraphe precedent, en 
faisant sur les racines ^ la permutation circulaire qui consiste a 
ajouter le nombre v aux indices. Cette propridt^ singuliere et si 
remarqnable du syst^me des valeurs de la fonction cyclique designee 
par u, se retrouverait encore dans le produit de ces trois facteurs 
ou ii) est arbitraire, savoir 


R = ii„ 4- Uq 4- to ( lij 4 “ ) 


donneiit pour resultats 


( R, 

S, T ) 


S, T ) 

( R, S, T ) 

j — R, 

-S, T }’ 

i R, 

— S, — T ) 

j -T, K, ~S i 


Mais, nous proposant d’approfondir cette noiivelle formule de 
transfoi'ination qui ram^ne a I’^quation (2) I’dquation gdnerale du 
cinquleme degre, nous supposerons loujours dans ce qui va suivre 



•Jl 


XV. 

Les recherches qui me restent a exposer dependent principale- 
ment du choix de la function cyclique des racines vo 

de I’equation gendrale 

(“) 1 ) 5 = 0, 

que I’on a prdcedemment ddsignde par u. G’est de la en cffet que se 
ddduira la formule de transformation z = RST, ou la nouvelle 
inconnue est une function rationnelJe el entiere de la I'acine ^oj tit 
en prenant pour u un invariant par rapport aux racines, cette 
formule, comme celle dont j’ai d’abord fait usage, savoir 

^ _ t i)-i- u (p2fir, i)-t- r ©3(37, i)-^ w cp/Ja?, i) 

conduira a une Iransformde dont les coefficients seront des inva- 
riants de la forme f= (a, P, y, y, a') (a?, yY . Les deux substitu- 
tions se ramenent en effet au mdme type, et chac[ue expression ii 
donne naissance a des covariants cubiques tels que cpi (a?, y)^ 
cp2(a?, y), . . mais dontl’ordre est toujours un multiple de 4 aug- 
mentd de 3 . J’ajouterai encore a ce rapprochement entre les deux 
mdthodes de rdsolution de I’equation du" cinquieme degrd, en de- 
duisant de la secbnde les conditions de realitd des racines. Sous ce 
nouveau point de vue, on verra qu’il ne sera plus ndcessaire de 


recounr au prmcipe de JacoJai, le caractere propre de la seconde 
metliode consistant en ce que I’on opere toiijours clirectement SLxr 
les racincs. C’est pourquoi nous aurons lieu d’employer, dans tout 
ce qui va suivre, une iransformde canonique de la forme proposde, 
differente de celle qui aetd consider 4 eau d^hut de ces recherclies. 
Nous la definirons par une substitution lindaire qui donne pour 
resultat 

f = (o, n, l», b', tt', o)(r, i))s, 

et de maniere qu’aux racines correspondent respec- 

tivement les quantit^s i, s, o, oo, r,, en posant 

Soit done I = a“ 0(^O5 in ^2, ^/,) I’expression en ^05 in ••• 

d’un invariant dont I’ordre soit un nombre pair quelconque ;i; en 
d^signant le coefficient de ^3 dans 0 par 9(^o, is? i/.)? on 

aura pour forme canonique 

I =(5a)"0(i, s, 0 , IT)). 

Je vais appliquer ce resultat a I’invariant du dix-huitieme 
ordre K, dont je rappelleral d’abord I’exprcssion en fonction des 
racines. 

Solent a cet effet 

et convenons de representer par Fv, Gv, Hv ce cpie deviennent 
respectivement ces quantitds, en ajoutant aux indices des racines, 
toujours prls suivant le module 5 , le nombre v; on salt qu’en 
faisant 

Xv=FvGvHv 

on aura, abstraction faite d’uii facteur numdrique, 


K = ai^XXiXsXsXi. 
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rf = I — 2E + £'0, 

S'! = ae — £2_ 

0^2 = £ -r- '9 — 1 

.f 3 = e -H r, — I , 

5' 4 = £ -1- 2 £7^ •/)’ 


g = er, — I , 

C)'i= Q.e 7 ^_£ 2 _Y), 
(i‘j= E — 7) 4-£7], 
^3 = — !-£-{- T], 

fj'i = £ — •>. £7} -H 


je = 1 — 2r, -+- £r, 

3C. 1 = £" — f— 7) , 

3^2 = £ £7], 

CJCs = £ — '/) — I , 

= — £ — f- 7)-, 


et, si I’on pose 


X, = :y,g,3€ 


Vi 


la transforoK^e canonique de I’invariant du dix-hiiiti^me ordre sera 
K =( 5 ll)> 8 A;o\:tA.- 2 .X 3 '^X. 4 . 


Ces quantites F, G, H ont pour noire objet une grande impor- 
tance, et tout a I’hearc il sera n^cessaire de connaitre comment 
elle se permit tent les unes dans les aulres, lorsqu’on elTecLue la 

substitution | !• Or on trouve aisement ces r6sultats, savoir : 

( w ) 


( F F, F, 

( F G3 -H4 

j G Gi G, 

( - G — H3 - Fv 

( H Hi H2 

(-H -F3 G4 


F3 

-Hi 

G3 

F. 

H3 
— Gi 



Relativement a la substitution | I' L on obtiendrait 

( ) 

( F Fi F2 F3 F4 ) 


— H 

-H2 

— Hi 

-H, 

— H; 

G 

G. 

G2 

G3 

G, 

Gr 

— G. 

— Gj. 

-Gi 

— G; 


( H Hi H, H, Ih ) 


que i on reconnau irameaiatement etre des invariants, et qui sont 
aussi des fonctions cycliques des racines, se reproduiront I’une et 

I’autre, changdes de signe, lorsque I’on fera la substitution ^ 


Elies r^iinissent done les conditions qui permettent de les em- 
ployer a composer une fonction a contenant deux indeterminees ; 
mais leur etude exige que Ton considere en mcme temps que F, 
G, H les quantit^s 

^=(b~^0(b-53), A=(b-b)(e3-^0- 


En designant par /vj K ce qu’elles deviennent lorsque I’on 
ajoute V aux indices des racines, on troiive que la substitution 

op^re les cliangements que void : 




/ /i 


'{ / 


fi /» /i 
/'4 /U 


La substitution 


i 

S 

^1 

8i 83 

A ) 


I 

8 

hz 

A A 

hz 1 


( 

h 

hr 

/12 hz 

/h ) 


I 

h 

J 3 

8i 81 

A r 



1 donne 

pour rdiiltat 


( bv 

) 





/ 


fi 

A 

/s 

A 

— h 

— 

h<i 

-1h - 

hr - 

hz 

i 


81 

81 

S 3 

8^ 

§ 

— 

82 - 

-8<> — 

S\ — 

S 3 

h 


hr 


hz 

ht. 

-f 

— 

/2 - 

-A ~ 

A “ 

A 


d’ou I’on voit que, sauf certains changements de signe, les deux 
groupes de quinze cjuantitds se permutent de la meme mani^:re, 
quand on effectue les mfimes permutations sur les racines de la 
propos^e. Me bornant a remarquer en ce moment C[u’en posant, 


on a les relations suivantes ; 


G 2 _H 2 = 4 Z/, 

H2 - F2 = 4 Ig, 

F 2 — (jt~ = 4 Ihj 

j’arrive immediatement a I’etude de nos fonctions cycliques. 


XVI. 


Soient a cet effet 


U = aeFFiF2F3F^, 


de sorle que I’on ait pour I’expression de u avec deux indeterininees 

It = jD U -h gr V, 


le sysleme des sixvaleurs: Uiiih-) Uh s’obtiendra, d’apres 

ce qui a dte dit au paragraplic XIV, en elTectuant sar la premiere, 


qiii represenle ir^„, la sub stitii lion 
prenant i = o, i, 2 , 3 , 4 - On aura, 

U„= ctGFFjFaFaFi, 
Uo=-a6FHiG2G3H4, 
Ui=-a 6 HFiH,G 3 G 4 , 
U 2 =-a 6 GH,F 2 H 3 G 4 , 
U3= — a'iGGiH2F3H4, 

U 4 = — a 6 HGtG 2 H 3 F 4 . 


I L ce qui donnera Ui en 

d’apres cela, 

V„= a6HIIiH2H3H4, 

Vo = a6HGiF2F3G4, 

Vi = aGGHiG 2 F 3 F 4 , 

V 2 = a 6 FGiH 2 G 3 F 4 , 

V 3 = a°FFiG 2 H 3 G 4 , , 

V 4 = ct 6 GFiF,G 3 H 4 ; 


or ces expressions donnent lieu aux transformations remarquables 
que voici : 


( u,=-h««F[A 3 H 2 +(/i 34 -/^/i)FH 
I Uo=-4-a6F[/i3H2-(A3-+-/^/i)FH+(/i2-+-/^)2^], 

( Ui=~a 6 H[^ 3 G 2 -(^ 3 ^y^A)GH 4 -(^ 2 +/A) 2 ^], 
I U 4 =-a 6 Hr^ 3 G 2 ^-f£. 3 ^_/^A)GH^-(^ 2 ^-//^) 2 n, 


( V^ = -asH[/3F2-(/34-/^/,)FH-(/2 + ^/02Z], 

( Vo = + a«H[/3Fi-l-(/3-H/^;0FH-(/3 + ^/O2Z], 

I V 4 =-ha3G[A3H2— (A3-)-/^A)GH— (/i2-h/-)2/], 

( V, = + afi F [^3 G’-H(^3^_y^/,3FG -{g’^-^fhy- ^], 
j V 3 = + a 3 F[^- 3 G 2 -(.- 3 +/^/,)FG-(^’-l-// 0 ’-^]. 

La demonstration est facile, comme on va voir; il suffit, en efFet, 
d’etablir la seule relation 

U„= aOF[A 3 H 2 -i-(A 3 _,_ /-A)FH -i-(A2 + /gf-l], 

pour en deduire toutes les autres. Or elle revient a cette dgalite 

FiF 2F3F4= /i 3 I-l 2 _)-(/l 3 -i-/^/i)FII -+-{ll--+- fgyl^ 

que I’on verifie immediatement en employant les expressions sui- 
vantes : 

FaF 4 = ($ 3 -$OAH+(b-b)($o-^ 0 (^*+/^), 

et observant que Ton a identiquement 

(? 0 -?l)(? 0 -^ 2 )(b-eOH-(So-b)Uo-^.)( 5 l-? 2 ) 

= (? 0 -^)(? 0 -?O($ 3 -e 2 ) + (^ 0 -b)($ 0 -b)(Sl-^O=F. 

Quant aux produits F,F2, F3F4, je remarque qu’en multipliant 
le premier, par exemple, par a^/i/a, on obtient un invariant par 
rapport aux racines dont la forme canonique est 

(5iT)'^7](e — •ir))(2e — E* — ■if))(EH-7i— erj). 

Voici d’ailleurs la forme canonique de la quanlite 

savoir 

(5a)^'if)(e — Y))[(e — i)r,3H-(E3 — 3E--+- e)'/) — £^(e — 2 )], 


de sorte qu’ayant 
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on etablit par Tegalild des formes canoniques celle des expressions 
proposees elles-memes. Apres avoir demontr^ la relation 

U„= a6F[/i3H2 4-(A3-(- y*^/i)FH -f- ( A'-* /], 

nous en d^duirons comme il suit toutes les autres. 

Soit pour un instant 

U„= 4 .(F, n,A, A2-i-/^,0, 

nous obtiendrons d’abord Uo, en effcctuant sur les racines la sub- 
stitution I I qui lalsse I invariable et donnera 

Uo=4>(F, -H,A,A2-l-/^, 0- 

Maintenant, ajoutons aux indices les nombres i, 2, 3 , 4 ? il 
viendra, en dbsignant par 4 5 4? 4 les valeurs correspondantes 
de 4 

Ui = Fj, — Hi, Ai, Af H-/i ^1, ^1), 

U2 = ^(F2) — Ha, A2, h\ fig'll h)i 
U3 = — H3, A3, Aj -i-fsgsi h)) 

LJ4 = ^(F 4 , H4, A4, A| - 1-^4 ^45 4 )• 

Effectuons ensuite dans chacune de ces egalitds la substitution 

1) on tirera les sulvantes : 

Ui = 4 ‘( G3, Fs, /s, /j- -f- j^3 A3, ^3), 

U3 = 4 >( — H4, — G4, ^4, g'i-h It, ), 

U2=‘I>( — H|, Gt, ^1, -h Ai/i, Zi), 

— U4 = — G 2 , Fj, jTa, fi -+- ^2 Aj, l^). 

Enlln, dans chacune d’elles ajoutons aux indices des racines le 
nombre ndcessaire pour ramener dans la fonction ^ les qiiantitcs 
F, G, H, et Eon obtiendra de cette maniere 

-U3 = <J>( G, + 

U4= <!•(— H, — G, g, g^-^hf, 1), 

a 0 - 2 _ 4 -A/‘ /^ 


EQUATION DU CINQUIEME DEGRE. 
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les egaliles qui precedent la substitution | |> car (Jo, U,, 

Uo, U3, U4 deviennent par la — V«,, Vq, V2, V.,, V), V;j, de sorte 
que Ton aura 

_V„=ciq_H, F, -/, 1), 

Vo=<iq-H, -F, 

_Vi = <t(_G, -H, -/i, hP--^fg, Z), 

V 3 = tiq— F, G, — g, s'^-^hf, Z), 

V3 = <I>(-F, -G, Z), 

_V4 = <I’( G, -H, -h,h^-^fg,l), 

et toutes les rel^atioiis donn^es plus haut se trouvent ainsi demon- 
trees. 


XVII. 

La consideration des quantites U et V ne suffit pas settle a I’objet 
que nous avons en vue, et aux resultats precedents il est necessaire 
de joindre ceux que nous allons tirer des fonctions cycliques du 
second ordre envisag-ees par M. Briosqhi dans le Iteati et Important 
travail deja cite : SuL metodo di Kronecker per la risoluzione 
delle equazioni di qaiiito grade. Voici d’abord les valeurs de ces 
fonctions, ainsi que leurs formes canoniques cn e et : 

/ Uco=a2(^o-^i)(ii-$0(?2-b)(^3-$0(?4-?o)=-A5rtH(i-e)(i-T]), 

Uo=a2($o-?3)(b-iv)(^<-$.)(^i-52)(b-So) = ^-5.F£(r]-e), 

n3-anb-^i)(Si-b)(^2-^0(^4-?o)(eo-$3) = -;^5aHr;(Y]-0, 

tj, = a2($,-$o)(^o-b)(?3-^v)(S4~b)(S2-^i)='^5a2eri(£-i), 
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diatement les relations suivantes, dont on verra bientot I’im- 
porlance, savoir : 


2Uoo= -f- A.(H -T- F), 
2Uo = — a-/i(H — F), 
2Ui=-f-a2^(G — H), 
2in = — a2^(G-+- H), 
au2 = — a2 /(F — G), 
2U3 = — a2/(F G), 


aB^=H-a2 /(H — F), 

2Uo = — a2/(H -1- F), 
2 U} = — t- cc^ A ( G -i— H ), 
204 = — a.^h(Q — H), 
2 rt 2 = — aVCP" Gr), 
2 M 2 = — — &)• 


J’en deduirai d’abord I’expression des invariants du quatrieme, dii 
buitieme et du douzieme ordre, de la forme du cinquieme degre, 
en fonction de F, G, H et /, h. On trouve aisdment, en effct, 

uj-i- Uq -+- uf -t- u| 4 - u| = — 25(25 A 4- 3 y/SD), 
lil4-t)24-uf4-ii|4-U|4-t)|= — 25 (25 A — Sy/aD), 


et, par consequent, 

aV[A2(F2+H2)4-^2(H2-4G2)+/2(G24-F2)] = — 5 o(25A4-3/^), 
ai[/2(F2+ 1-12)^ A2(H24- G2)4-^2(G2-H F2 )] = — 5o(25A- s/^), 

d’oiL 

[/2 (2 F 24 - G 24 - H 2 ) 4 - ^2 ( 2 G 2-4 H 24 - F 2 ) 4 - A 2 ( 9 . H2+ F 24 - G2)] = — 2.500 A, 
a4[/2(H2_G2)4-^2(F2_ H2)4- A2(G2— F2}] = 3ooy/5l). 

Considerons ensuite la somme des produits trois a Lrois, que Ton 
pent dcrire de cette maniere : 

(u 2 4 -u 2 )(u? 4 -tl|)(u| 4 -u 2 ) 4 -ulu 2 («!-^u| 4 -ul 4 -u 2 ) 

U| U|(U2 4 - Ug 4- U| 4- U2 ) 

4-u|u§(ul4-ug4-u2 4- U|). 




F2)2 [//S(G«-|- H2) + /2(H2+ F2)J 
+ ^ y [/== ( H2+ F2 ) -t- ^2 ( F2 + G’- )] . 

Mais ces diversos expressions ne sont pas sous leur forme d(5fmitive ; 
observant en efiet que F, G, Hn’y entreiit que par leurs carres, on 
pourra, au inoyen des relations 

G2_H2=4//, 

H2_F2 = 4Z^, 

F’-— G2 = 4ZA, 

auxquelles je joindrai 

/-+-^h-A = o, 

les faire uniquement d^pendre des qualre qiianliLds F-, h et /. 
On trouvera ainsi 


= — 2(^--t-^A -I- h'^y'P^ — {§' — h){ig^-^ gh-\- 
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-gr- =Jsi^^ = ~{s^h)ghi, 

— =.{g^hYg’^hH\ 
cO 

— = H- /i) 2 ^2 /i 2 F«H- 4 (^ — A) H- Kfg^ AS z FV 

-+- ( -t- 4 ' A -i- ( 2 A* -t- 6 A 3 — 5 A'» H- G A 5 + 1 2 ^2 A04, 4 A^ -H /i 8 ) ^2 r 

— 2 ^A ( ^ — A ) ( -t- 3 ^5 A + 8 ^Wa 2 , I gi g ^2 A4 - 1 - 3 gh^ + A« ) /» , 

el ia valeur de tE) montre bien elTectivement qu’il s’dvanoiiit pour 
l — Q, et g=io^ e’est-n-dire lorsque deux couples de racines 
deviennent dgales enlre elles. 

Les equations (i) peuvent aussi servir a d^montrer immddiate- 
II . — II. 
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Ito -T- U 1 -j— Uj — I— Uj Uj, — Hoo"?" -i Uoo? 

Uoo — Ui — !— Ito — i— II3 — = Uu -+- 2 Boi 
Uo= — Ufl— U2+ U3-+- U4= Ui-H 2II1, 

u„-!- Uo — Ui — U3+ U4 = U2-I- auo, 

Uo+ Ui— U2— U4 = U3-+- 203, 

— Uo+ UiH- U 2 — W3= U 4 + 2114 . 

Mais nous les emplojons principalement a I’^tude des nouvelles 
fonctions cjcliques du sixieme ordre form^es en 61evanL \i et v au 
cube, et que nous aliens joindre a U et V. 


XVIIL 

Je montrerai en premier lieu que ces deux groupes de quantites 
U et it3, de natures si differentes au premier abord, peuvent ^tre 
compris dans la m^me forme algebrique. Pour cela, je remfilace 
les carr^s F- et dans J’^quation 

8ui= a6/i3(F3-H3F2H H-3FH2-i- H3), 

parH ' — ^Ig e\.¥- apres avoir divisd par 4, il viendra ainsi : 

2 u3 = a« ( A3 F3 + A3 II3 -t- 3 ^A3 / F — 3 gh^ / H ). 

J’opere de meme dans la relation 

U„= a6[A3FH2 + (A3+/^A)F2H +(A2 -h/^)2/F], 

ce qui donne 

U„= a3 [ A3 F3 -I- ( A3 —/A — /^ ) A H3 

+ (/^-+- 2/3 A — /2 A3 - 6/A3 - 3 A^ ) ^ F — 4 (/3 A + 2/3 A3 — /i i ) ni j . 

On voit done que les deux fonctions cjcliques du sixieme ordre 
sont comprises dans cette foi’me 

<p(/, A)F3 -+- ^(/, A)H3+ cpi(/, A) ZF + A)ZH, 
o et tj; ^tant deux poljnomes homogenes du troisi^me degre, ©( 


eii recnerciiant i expression la puts generate ae ces poijnomcs c[ui 
permette d’oblenir ainsi des fonctions cycliques. Mats, pourne pas 
Irop in’eLendre, je me borne aux quantiles U etii^, ct, observant 
ijiie I’expression 

<jLi Jghl est proportionnel a la racine carree clit determinant, cst 
aiissi du sixieme ordre, j’envisagerai settlement les expressions de 
■crntte forme 

/nU -f- + vii), 

■on ;n, n, p., v sont des constantes. Cela (5tant, je me suis arrete a la 
■combinaison suivante : 


11 — ‘iii^ — /^/iZ(6u + 4 u) = U, 


d’ou I’on tire 

\ AH-I + ^F], 

I Uo = an [ - fgh IP - ( A - 2 /) 

( X)i=a^[-^fghG^ + (g-2h)pglG-/iHU], 
j X') , = an [ - fgh G^-(g-o. k)p glG~ IP / H ] , 

j x),= aO[-/^AFn-(/-2.tr)/tVn^'' 

I X)3 = «n [ Fn -if -2g) /PflF-ffHG]. 


En operant ensiiite dans X9 la substitution 
■second sjsteme, savoir : 


bv 


; j’en deduis ce 


j ao [ -fffh F3 H- (/ _ -i A ) ^>-2 flF- JP n-I ] , 

I F^^if-<ih)g'^flF + jpmi 

( = aO [ + fgh IP _ ( A _ 2^')/2 AH-I - ^G], 
j = aO [^fgh IP-ih - o.g)p hill Hh- ;G], 

j y),:=an[-/^-AG3-|-(^_2/)A^-ZG + /4;F], 
( g),^a.^[^fgliG^-{g-'>.f)}PglG-^fHF]. 


Maintenant je prendrai pour la fonction a cette expression oii 
figurent quatre constantes qiii tout a I’lieure se rdduiront a deux 
seulement, savoir : 



difficile et le plus important de mon travail, et elle ne pourra 6Lre 
justifiee que par les resultats qui en sont les consequences, et que 
je vais exposer. 


XIX. 

Je reviens raaintenant, pour en effectuer la determination, aux 
quantites precedemment designdes par R, S, T, et c[ui figurent 
dans la formule de transformation propre a la rndtliode de M. Kro- 
necker, savoir : 

R. — H Wo -f- oj ( Wa — I- W 3 ) , 

S = Wj - 4 - W 4 H- to ( u „ — Uq ) , 

T = W3 — Wj to ( Wi ) . 

On se rappelle qu’on a posd to = ^ — ; faisant d’apres cela, poxir 

abreger, 

f = — 2^/tF2 ~{p-^r^gk){g ~ h) I ■+■ v/ 5 / 3 1, 

II =— 2 A/G 2 — (^ 2 - 1 - 2 /iy)( A — /)^ - 1-/5 ^3 

Ij = _ 2 /^ H2 — ( A2 -H 2 ^ v/5 A3 
on trouvera immediatement 

'00-1-10(024- t) 3 ) = -i- wac/fF, 

Oi -l- O 4 — l- to (Ooo — Oo ) = — to ct® A 1} ri , 

O3— O2-t-t0(Oi — 04) = — loaS^flG, 

I Ooo4 “ ’^'^0 4” 4- O 3 ) = 4- 

/ Vi 4- \^4 4- to( Voo — ^'^o) = — a®Al)H, 

\ '^ 3 — 024-to(Vi — 04 )= — ct®^flG. 

Soit en second lieu 

f'=(A — ^ — v/5/)^A/, 
s' = {/ — h —</5g) hfl, 


et 1 on aura ae meine 


2/^AZ[u„-t- Uo+ to )] = -+- a6/t'F, 

2 fghl{ 111 -H U4 H- to ( u„— Uo )] = — aB h 1)' II , 

'^■fghl{\\ 5 ~ u2-t-to(iii— Uv)] = — 

2 /^AZ[d„+ Uo -+- to(u2-l-»3)] = -f- toaG /f'F, 

2 -f- U/t -+- to(n* — Uo)] = — toaG /il)' II, 

O3 -i- to(ui — U.0] = — toaG^fl'G. 

Or il r^sulte des Equations (i) qite p et p' n’entreront dans R, S, T 
que par la combinaison to/) +/?', et des relations (2) que q et q' 
se r^uniront dans I’expression analogue q-^mq'] posant, en con- 
sequence, 

on trouvera simplement 

R = aG/F(})f+ 

— T = a«^G(ii0-MU)'), 

— S = a® AH (pi) H- 111 )'). 



La formule de transformation ^ = RST pent done etre presentee 
comme le produit de ces deux facteurs, qui, I’un et I’autre, sont 
des invariants, savoir 

aG/^AFGII et Hf') (pfl -h 09') (pl; -i- 0I/)- 


Le premier, qu’on pent ecrire ainsi 


a.’^fghl 


FGH 
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met immediatement en evidence unc fonction rationnelle de la 
racine ^0 ; mais il reste encore c\ donner explicitement au second 
cette meme forme, et e’est ce que je vais faire, apr^s avoir ajoute 

cette remarqne, facile h verifier, que la substitution | | n’a 

d’autre effet que d’y changer le signe du radical \/ 5 . 


XX. 



X = a4(/-^)(^^_A)(/,_/)Z. 

C’est un invariant, commeonle voitde suite, et de plus unefonction 
rationnelle de la racine ^o, car le facteur — o)( o _ 
represente I’invariant cubique de la forme du quatrieme degre 
obtenu en divisantla proposee par ^ — ^o- Designant done par Ao, 
>.i, Ao, A3, les cinq determinations qui correspondent ainsi aiix 
racines ^ 2 , ^ 3 ? i/., on aura ces relations remarquables, 

savoir ; 

Xo— X,=-+-2a4(^o--^)H2G3H4, 

Xo-X2 = -2aH?o-^2)Gi F3F4, 

Xo — X 3 = — 2 a^(^o — ^ 3 ) Fi FaGi, 

Xfl — X 4 . = -f- 2 a^( ^0 — ^ 4 _) Go H 3 ; 

Xi- X 3 = — ^3)FG,F4, Xa- X4 = - 2 a'*(b- ?4)FFiG3, 

X, - X4 = - 2 aK - $4 ) GFa F3, Xo — X3 = -h 2 aV ( ^2 - b ) GH , H4 , 

^3 — ^4 = -+- 2a'^(^3— ^ 4 )HGi Ha, Xj — Xa = -t- (51 — ^o)UH3 G4. 

Pour les etablir il suffit, par exemple, de demontrer celles-ci : 

Xo- Xi = + 2aH?o - Gs I-I4. 

Xo-X 2 = -2a^(^o-^2)GiF3F4, 

les aulres s’en d^duisant par une simple permutation cycliqiie des 
racines; or elles se verifient au moyen des formes canoniques en e 
et r| des facteurs de I’invariant du dix-huitieme ordre ct des quan- 
tites A elles-memes, dont voici le Tableau complet : 

Xfl = (5 a)'* (l — £) (l — Yj )(£ + Y] ) (e — 2 -ri ) ( 2 £ — V) ), 

Xi = ( 5 liy £ (.1 — e) (£ — Y] ) ( l-h -r) ) ( I — 2 Y) ) (y) — 2), 

X 2 = (5a)'^£Y](£ -h Y, — 2 ) (£ 2 7] 4- l) (rj 2£ -I- l), 

^3 = ( 5 tt)^(e-|-Y) — 2£Y))(£ — 2Y] H-£Y))(y) — 2£-|-£Y]), 

X4 = (5a)^Y)(i — Y])(*Y] — £)([4- £)(r — 2 £)(£ — 2 ). 

Cela pos^, et en se rappelant que i’on a d( 5 signd par K I’invariant 
du dix-buitieme ordre, on tire des premieres multipliees inembre 
a membre 

(Xo Xi) (Xo Xa) (Xq — X 3 ) (Xo — ^^ 4 ) = J ’ 

ou bien 

n'n ^ 16 7K 


0X1 laizdciixt^ auiogci^ 

n(X) = (X — Xo)(x — Xi)(x — X2)(X — X3)(x — Xi), 


et, par suite, 


n'(Xv) 


i6/vK 

«2FvGvHv' 


pour les diverses valeurs de I’indice. C’est cc qui va permettre 
d’etablir la proposition suivante : 

Tout invariant donne sous forme de fonction entiere des 
racines, symetrique par rapport d is, i/, et dont Le degre 

en ^0 est multiple de 4, s’ exprime par 

Lfl-t- XoLi-h XgLj-i- Ls-t- X* L4, 


les coefficients L|, L^, .. . etant des fonctions entieres des inva- 
riants fondamentaux A, 13, C. 

Soient en eflet, pour un instant, 0^, 0,, . . . les cinq valeurs de 
cette fonction; j’observe qiie lepolynome do quatri^me degrd en X 

V n(X) 

n'(Xv) X — Xv' 

0 

qui se rdduit a 0o, 0,, . , pour X = Xq, X= X,, . . pent, d’apres 
la valeur de II''(Xv), s’dcrire ainsi : 

4 

e — — V iT(X) 

0 


Or a/v dtant la ddriv(^e du premier inembre de I’dquation pro- 
posde pour I = ^v, on sait par un tlidor^me fil^mentaire que i6K0 
s’exprimera en fonction entifere des coefficients de cette Equation. 

D’ailleurs les q[uantitds 0v et invariants, done il 


en est de inline des coefficients des puissances de X. Or, d’aprfes 
la supposition faite sur le degrd de 0v, leur ordre sera = 0 , mod 4; 
ainsi ils seront tons le produit de K par une fonction entiere de A, 
B, G, I’invariant du dix-lmitieme ordre disparaissant ainsi comme 




prealablement mise sous la forme 

0 -+- v^fghl^/ 5 0', 

ou 0 el 0' restent invariables quanci on fait la substitution | 

mais, avant de commencerle calcul, j’ajouterai quelqiies remarques 
sur le systeme des quantiles 


XXL 

Je consid^re a cet effet la combinaison suivante : 

(t>=tIo -+- fll tlv — tl 2 II 3 ) — (U«,XIo Ul Ik— «2 Its ) ; 

en employant les relations ( 1 ) dn paragraphe XVII, on troixveva 
qu’elle devient 

i[/2(F2_H2)-f-^2(G2— F2)-f-/?2(H2_ G2)J 
4 

- ^ [/' ( G- - F' ) + H2 - G2 j /i2 ( F2 — H2 )] , 


ou encore 

et, par suite, que sa valeur est Xo- En partant de la et elTectuant 
sur les racines , ... une permutation cyclicfue, on en conclut 
cet ensemble de relations, savoir : 

^0 = tijtls) — (U„Uo-f- Uj Ufr — U2 U3), 

Xi =(tl„t)i-t-tl2ro~B3»4) (M^WiH-UsUo — U 3 II 4 ), 

X2 = (t)„B2+ fsOt — Uvfo) U3«l— U4«o), 

X 3 =(»)«B3+ »4r2— »0»l) — (««,«3-l- U 4 W 2 — « 0 «l)i 
X4 = (l’ool'4-t-t)ot*3— »lt> 2 ) (WoolU4- U 0 U 3 llllto). 

Or, en faisant usage de nouveau des relations (i), on voit que 
1 on pourra exprimer les seconds rnembres an mnvpn de P. O. H 


~ ^ 7 0 7 
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4Xo = at[/2(iF2— G2— ^2(2G2— F^- H2)+ A2(2H2 — F^— G^)], 

et, en faisant, pour abreger, 

f' = p-^ ^' = V, h' = A 2 -f-/^, 

$(ar, jKi 'S) = — 2 f yz -\-2g’ zx 2h'xy, 
on parviendra a ces expressions fort simples : 

4 X,-a 4 ^>(F, G, -H), 

4 X 2 =a*<&(F, G, H), 

4 X 3 = a^ 4 >(F, -G, H), 

4 Xv= a'^<F(-F, G, H). 

On en tire ensuite les relations suivantes 


X,— X4=a^'F(^'H-HA'G), 
X 2 -X 3 =a'^G(A'F -h/'H), 
Xs-Xi=aUl(/GH-«-'F), 


X3 — X, = a'*F(^'H- A'G), 
X, — X4= a'-G(A'F-/'H), 
X,-X3=aU-I(/'G-«-'F), 


et par consequent, en employant les expressions precedemmenl 
obtenues pour les differences des quantitesX, 


2 (b.-^ 2 )FiG 3 -.,-'H-i-A'G, 

2 (b-? 3 )HiH 4 = A'F +/'n, 
2 (?.-S.)ri 8 G, = /'GH-^-'F, 


a(ei-b)G 3 F,= ^^-'H-A'G, 
2 (i.-?,)F 3 F 3 =A'F-/'H, 
2 ($.-S 3 )G,Il 3 =/'G-^'F. 


Ces dernieres equations multipliees entre elles conduisent a cette 
valeur de I’invariant du dix-huitieme ordre, savoir : 

— 64 fgh K = ai8 FGH ( g"^ I-P _ A'a G^ ) ( A'* F 2 — /'s IP- ) (/'2 G^ - g'’^ F^ ). 


INous parviendrons i I’egard de la inline quantite a un autre 
rdsultat en considerant les differences Xo — A,, Xq — ^2? • • •; et em- 
ployant I’equation 


(Xq — Xi) (Xfl — Xj) (Xo — X3) (Xfl — X4) = 


16 ZK 
a^FGH" 


on trouve, en effet, apres quelques reductions faciles, qu’en faisant 
pour un instant 


2(Xo — Xa) = 4>i (F, G, H), 

2(Xo~X 3) = a4<I>i(F, — G, H), 

2(Xo— X),) = aifl)i(— F, G, H). 

On en conclut par consequent, cn multipliant membre a raembre, 

^K = ai8FGH[/'(F2H- GH)-t- ^'(G^-^ HF)+ A'(H2- FG)] 
x[/(F2-GH)-f-^^'(G2— HF)+ A'(H2_FG)] 
x[/'(F2-i- GH)-f-^'(G2-HF)-f- A'(H2+FG)] 

X [/' (F- - GH ) -i- ^' ( G2 -4- HF ) -+- A'( H2 -4- FG)]. 

Enfm, nous joindrons a ces expressions celle du carr^ de I’in variant 
du dix-huitieme ordre, sous cetle forme, savoir 

= a36F2G2Hn/^(/- ^)F^ -/'2Z] [/A(/- A)F2 

X [ A/( A -/) H’- - A-- Z J [ gh ( A - I-P- 4- A'2 Z] . 

Elle se tire de la relation K2 = U„Uo, U| U/, , U 2 U 3 , en einployant 
les egalites 

U,U„ = ai 2 F2 [ A/ ( A - /) H 2 - A '2 Z ] [ ^A ( A - o- ) H2 4- A'2 Z] , 

UaU3=ai2G2[/^(/-^-)F2_/2Z][/A(/-A)F2H-/2/], 

UiU,= ai2H2[^A(^-A)G2_^-'2Z][/^-(^-_/)G2 4-^'2Z], 

qu’il est aise de verifier. J’indique ces r^sullats, bien que je n’aie 
pas a en faire usage plus tard, pour montrer dans la th(^orie algiS- 
brique des formes du cinquieme degr^ le role des deux groupes de 
quantiles F, G, H et /, A, qui serventdo base au calcnl suivant. 


XXII. 


XJn premier point k ^tablir avant de mettre sous forme dbin 
polynome entier en )vo I’expression 

( pf + qf ' ) + ,, 5 ' ) ( ;)1, -I- i|l,' ) 

est de montrer que la partie multipliee par le radical \/5, et qui 

r»r\‘m-ivi£k -r^/irv-k o-rkrrn Z n f r» v» rl /x ci r»*n 


o ■i*\nT* Cl 


EQUATION nu CINQUIlhiE DEGRE. 4lf 

subslitution | (j conlient dans tons ses terines le iSiClenx fghL 
i ?2V ) 

Or cn faisanl, par exemple, /— o, et par suite o- = ~h^ on 
troLuera 

Vf -t- qf' — 2p/i2(F2 — oihl) — 

VS + qo' = — p /i=* ^(i -1- /5), 
pi) -H ql)' = — pA3/(i — /s); 

(I’oii 


(pf4- qf')(pfl 4- ilfl')(pl) -h ql)') = — 8 p 2 /i 8 / 2 [-j,('p 2 _ o.AZ)— (^hl], 

ct bon verrait que le radical \/5 disparait pareillenienL lorsque I’on 
suppose «• = o, li = o et Z = o. On pent done ecrirc 

ai2(Vt' -H qf') (pfl 4- qn') (P>) -+- 'I')') = © + a’" 

Oil 0 et 0' seront invariables par la substitution ■ , qui change 

de signe le produit fghl, et par suite syiniitriques par rapport 
aux quatre racines ^3, . Ces quantites, qui soiit des inva- 

rianls, reunissent done les con,ditions du tbeoreme donnd au pai'a- 
grapbe XX, et, coinine elles sont du douzi^me et du huitieme 
ordre, on est assure de pouvoir les mettre sous la fonue de poly- 
noiTies en Aq du troisieme et du second degrd, Falsant alnsi 

(i) 0 4- dJ* j'ghl 0' = 1jo4- Xq Li -h X^ L-i 4- Xjj L^, 

les coefficients Lq, Li, Lo, L3 seront respectivement d’ordre 12, 8, 
4 et 0, el s’exprimeront au moyen des invariants fondamentaux 
et de la raeine carrde du discriminant par ces formules, oii je pose 

Jl. = 5^A, A = 5SD, 

afin de simplifier quelques expressions, savoir : 

L3 = a, 

L2 t) olio 4 " iLi-^A, 

L 1 c (Jlsj ^ 4— c A 4— II' oAo 1 / A . 
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peut 6tre inis sous la forme d’uiie fonction homogene de F- et 
dont les coefficients contiendront seulement^ et /i, car il suffira 
d’y remplacer G- et H- par F- — l\lh^ puis d’eliminer/ 

au moyen de la relation f g h — o. D’ailleurs le second 
membre est immediateraent de cette meme forme, en vertu des ex- 
pressions d es invariants fondamentaux obtenus au paragraph e XVII, 
et de Ja valeur 

^0= g){g~ h){h—f)l =z — h){g — h)(^ih->r g)L 

Cela etant, je dis que dans les deux membres les coefficients des 
diverses puissances de F- sont identiquement les memes ; car 
autrement on aurait entre F- et I une equation homogene qiii 

. . • 

pourrait donner -j- exprime en g et /i, c’est-a-dire une fonction 

de la racine et par consequent cette racine elle-mdme exprimde 
au moyen des quatre autres, puisque ^'et h ne contiennent pas ^o- 
On voit done quul suffira de calculer ces coefficients des diverses 
puissances de F pour arriver par I’identification aux valeurs des 
constantes a, G, .... En supposant /i = i, et n’ayant pas egard aux 
puissances de g superieures a la secondc, ce quirend les operations 
faciles, on pourra ainsi les obtenir toutes, a I’exccption de p', 
facteur d’un polynome en g commen^ant par le terme g^ . Mais, 
afin de simplifier encore, je vais, en considdrant le cas particulier 
de /= 0 , etablir a priori que I’on a c= o, i) = o. Cette supposi- 
tion donne, en effet, 

oAo = — 2a‘/i2(F2 — 3 hi), 

A = 0, 

C© =ai2/i8Zi(F2 — 4/iZ), 

Xq = — 2a'* I, 

et tout a riieure on a obtenu 

(pfH- qr)(})0 -h qg') (pi) -t- ql)') = — Z2[|)(F2 — 2 hi) — q/iZ . 

L’identitd qui en resulte, savoir : 


O .. y..n 7*1 


Of) 7.0 7. 


O 7. 7x 


expressions suivantes, ou J on n a garde que La premiere puissance 
et le carre dc en supposant, pour simplifier, a. = i ^ h = i , / ~ i , 
savoir : 

Xg = 8 - 1 - 36 ^-+- « 8 ^ 2 , 

Xg 0.1, = — 2(4 16 ^ -t- 8 -1- 20g- — i4^"-, 

Xgv/a = — 4 ^ — iG^ 2 , 

XqA = 2g\ 

Xo ttAfl /a = (4 ^ - 1 - i 4 ^'^)F^ — 4 ^ — 8 {?■') 

(0 = ^ 2 F 6 — 4 ^ 2 F*-H(H- 4 ^ 4 -I 2 ,^-)F 2 - 4 - 2 ^-t- 4 ^ 2 , 

= — ( 4 ^^-I 2 ^ 2 )F 4 _,_( 8 ^ + I2^2)F2_ 4^^ 

\/IJ= 0 . 

Ell second lieu, si Ton fait 

( pt" -t- iit'^ ) ( Vfl ill) ) ( L'l) lib ) — LF*^-I-MF^-+- NF^-f- P, 


on aura 

L =- 81.3^2, 

M =-8p^[-hs/5g- -( 4-3 / 5 )^- 2 ], 

N =— 8p3_i6p3(2— y/I)^ — 8[(ii — 3v/5)p3-i- 8p2,i_a^,q2]^‘>^ 

P = iGp3 — 8p2ii -1- 4[[4 p3 _(g 5 ^ jy/apii'^] 

-t- 8 [([ n-4 \/5)p’H-(5t — iov/5)p2q — (5 — 4y/5)|n^2_l_ip]^s. 

Cela pose, on obtient sans peine : 

a = 2 p 3 — p2 lU = y/5 ( 2 p 3 -1-. 5 p2 q _ 2 pip ), 

G = 0 , It = 0 , 

c' = 46p3— i5p2ii — 4'F) p = ^iv^5p3. 

h' — — 4 f'^-+- 32 p 2 i 1 — Spil^, 

y= — 8p», 


La constante p' reste done seule k ddterminer; je considdrerai 
pour I’obtenir le cas particulier de «■ = 1 , h = i, ce qui donnera^ 



•on aura d’ailleiirs 


--.Is = — 6 F2, 

=4, 

(E) = 4F^-t- 4 [ F2, 

Ao = o; 


(pf-+-iif')(p5 -l-iig')(vtH-ill)')= [— •2|)(F24-4v/.5)-i- ■iii/s] 

x[;i( 4F2— 7 -f-y/5)-4- 9.11(3 -hi/o)] 

x[v(4F--+- 7 -+-\/5) — 211(3 — v/5)] 

-el le terme independant dc F- suffil pour donner immMialemenl 

p' = v/5 (— 44 -+- 1 1 5 ii — 49 jiip -i- 4 ip ). 

Les elements de la nouvelle formule de transformation de Tequa- 
tion du cinquieme degre, a laquelle conduit la methode de reso- 
lution de M. Kronecker, sont done inaintenant eompletomenl 
obtenus, et Ton a mis en evidence le mode d’expression de cctle 
formule comme fonction rationnelle et enliere de la raciiie ^oj 
qui est iin des resullals auxquels je desirais surtout parvenir. On 
'Observera que les valeurs de ct, G, ... prennent une forme un pen 
plus simple par le cliangement de ii en q -f- 2v; on Lrouve alors en 
-effet : 

«■= — })2qj — — y/5(3p2iv - 1 - 2tup), 

c' = — i5})2q 4(|3^ P =2v/5p2^ 

=•+• 28p3_ 8pq2^ p' = y/5(5oji3 — 5p2q — i8pip-t-4 »F)i 

^" = — 8p3, 

•d’ou Ton conclut 

[p(f-+- 2f')-l-ilf'][p(fl ■+■ 20')-+- qg'l [(t'Cb -H 2 !}')-<- ‘11/ J 

= J)3( — 8 (E) -+- 28 cAd A - 1- 2<JI)2 P'5 ^ 5o v/o A 2 ) — (Xg v / 0 a/* 

— 2pi)2(X2 y/SA _ 6X0 A 4ol, A -5- 9 v/5 A3 ) -+- 4 iV*(Xo A -f- v/a A3 

•et c’est en multipliant ce r^sultat par ol'^ fg/iFGH. que s’obtient en 


ae substiLution aonne par la lormuie 


^ _ i' tpi (.r, I ) - 1 - « cp, ( .r , i) + ^ 0,(37, i)4- (P 04 (.r, t) 
" - I) 

que j’ai employee au commencement de mon travail. . 


XXTII. 


Apres avoir etc prccedemment conduit a exprimer en fonction 
des racincs les invariants des formes da cinquierae degre, nous 
allons d’une maniere analogue definir quatre covariants cubiqnes 
d’ordre 3 , 7, ii, 10 qui s’offrent d’eux-memes dans la nouvelle 
formule de transformation a laquclle nous venons de parvenir. 
IN’ayant d’autre but cn ce moment que de rattacher a un point de 
vue commim les deux mdthodes de resolution que j’ai dtudides, je 
lie cliercherai pas a ctendre au dela de mon objet des considerations 
qii’il serait peut-dtre intcressant de generaliser, etje me bornerai 
aux resultats suivants. 

J’observe que, Fexpression a*FGIlXo eiant symetrique par rap- 
port a S;!, on pourra ccrire 

a3 FGII X''- = a N -I- 3 B H + 3 B' A A', 


les coefficients N, A, . . . etant des fonctions entieres de ceux de la 
forme proposee /(^5 jO (“5 P? T’ (■^j C’est ce cpie 
I’on reconnait par I’egalite 


A5:!-i-3l3?2-H A' = 


7^" /sUv, I) 


fil 0 


qui a lieu quel que soit et d’ou I’on tire pour le coefficient de 
eette valeur 


-=z 


FyGvHyXy 

I) 


ou, plus simplement, 


4i6 
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Or on a deja remarque, paragraphe XX, que la quantile - j- '* ■ 

esl, par rapport aux racines, un invariant comine Xv. Ce coeffi- 
cient N se distingue done de tons les autres en ce qu’il est un inva- 
riant dont Fordre est 4^1 + 2 , de sorte qu’il s’dvanouit en suppo- 
sant n inferieur a 4 - 
Cela dtant, je dis que 

-t- 3 -f- 3 B' 

est un covariant de la forme du cinquieme degrd, et je F^tablirai en 
cherchant ce que devient Fegalitd 

a3FGHX'^= A^S + 3B^»-+-3B'^o-4- A' 


appliquee ala transform^e F(X, Y)= /(/nX + fn'Y, /iX n'Y). 
Faisant a cet effet 3 = mn' — in' n, et remarquant que les racines 

71 ' 


de F^qualion F(X, i)=o sont les c|uantit^s 
que le premier memhre devient 




on trouve 


g'^FGHX;; 
(771 — 71^0 )* 


Q 1 0/t-4-0 


Si Ton designe par U, . . . les valeurs de A, B, . . lorsque Fon 
y remplace a, (3, ... paries coefficients de la transformde F(X, Y), 
on aura 


FGHXn 


Q 1 


=^(. 


(771 - 71^0 F 

et, par coiis<^quent. 


^'^ 0 — 
- 


■3JB 




n 


348' 




(777— 7i^0)^ 


= x 


"'^0- 




3i8f^ 




\ m — n^o 


318 




»-Ko 




FH'. 


31' 


Cette dgalitd, ayant lieu en substituant a ^0 Fune quelconcjue des 
racines, est identique par rapport a cette quantity, |et Fon voit 


ae sorce qu uux vaitjurs At = u, i, 2, o corresponuenL Dien, comme 
on I’a annonc6, qiiatre covariants cubiques d’ordre 3 , 7, ir, i 5 , 
Cela pose, et en les d^signant pour un instant par Oo(a?, y). 
a, (tc, 7/), cpo(x, y)^ cp3 (^, jk), je reviens a la formule 

(0 3 = a6/^AFGH(Lo-i-X(,Li-4- XgL2 + XgL3), 

on Ton a, d’apres les valeurs de a, P, . . 

L3 = — 

Lj = — \/5 A( 3 ), 

Li = — A(i,5p2ii — 4,p)^ 

Lq = Jin A('_i8p3 _ 8pq2) — 8(C)p* 

-+- v/Ja [ 1 n. 1 )- jF A( 5 o — 5 ii — 18 pii- -+- 4 11^ )] ■ 

Or, en multipliant et divisant par al ~ i), elle prend cette 

forme 

nr bn 9o(^n- ' ) Fi 'fi ( ^oi ' ' -+• bn 0 -h Tj-j 9.3 ( 1 ) 

-3 = v/A — ‘ p— > 

.A(;o, 1) 

et c’esL le type de substitution que je voiilais mettre en Evidence, 
les indeterminees w, p, (V dtant remplacdes par Lq, L), La, L3. 
De plus, on reconnait que les covariants (f>o(^,y)} sont 

precisement ceux du troisieme et du septieme ordre dont j’ai fait 
usage, et la relation 

cp,(eo, ,)=a 8FGHXo 


donne m6me une demonstration nouvelle de ce fail, dtabli au para- 
graphe VII, qu’on a Ot(ioj lorsque ^0 est une racine 

double (^). Mais je remarcpie surtout cette consdquence que 
I’equation transformee en 2 etant (§XII) 


(2) 


5B 


33. 


5(^B-^—AG) I 




les valeurs en et q de i, p, w, savoir : ^ = Lo, ii= Li, 


(‘) A regard des formes du troisieme el du qnaU’i6me degrd f{oo,y), le cova 


dtablie au paragraphe XIK, car elle conduit a cette expression oil 
n’entre plus qiie la quantile Xq? savoir 

»(A„) 

L’equation proposee/(^, i)=o disparait done pour faire place a 
celle-ci : n(X)= o, qui est directement ramenee a I’equation ( 2 ). 
Ce rdsultat obtenu, il ne reste plus, pour arriver a la resolution 
par les fonctions ellipliques, qu’a calculer I’expression de la quan- 
tile A, afin de determiner par I’equation A = o le rapport 


XXIV. 


J’ai indiqu^ au paragraphe XII par quelle voie M. Briosclii avail 
etd conduit ii I’equation en z, et je rappelle succinctemenl qu’en 
designant par une fonction cyclique des racines de I’equation 
gdnerale du cinquieme degrd /(^, i)= 0 , qui change de signe par 

la substitution | L et nommant Ui ce que devient i/„ par la sub- 

stitution I I’expression suivanle, oii e est niunerique, 

savoir 

Z = £ [ Uq — |— CO ( 1^2 ■+■ 1^3 )] 

X [ U\ -f- M 4 — f- CO ( C<0 )] 

X [ Its ^2 •+• CO ( III — “4 )]l 

satisfait ^ I’equation 


z^- 


5 B 3(982— AG) 

-1 7; Z 




0 , 


les quantitds A, B, C et 11 s’exprimant rationnellenient par les 
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coefficients el la racine carrde du determinant de la propGsde. C’est 
dans le cas particulier de A = o que cette equation est immediate- 
ment resolue par les fonctions elliptiques, et I’on a trouve qu’en 
faisant 

A 0 /o = y/s -t- Ufl H- Ui 142 + W3 “v, 

— A] y /5 = Mq -t- ll\ -+- p* llo p" 1^3 “I” P 

^ A 2 y/S = 14 o -f- p «1 H- p 2 142 - 1 - p^« 3 + p '* 144 , 

ou p est une racine cinquieme de runite, donnant 

= p2-4-p3— p _ pi, 

on avait 

A = AqH-A|A2. 

Cela pose, void comment s’obtient cette quantite si importante 
lorsque Ton prend pour a I’expression donl j’ai fait usag'e 

44 = P'0 -laJ* fffhl{q\x -l- 7 'u). 

On a vu que les quatre indeterininees p-) p', q, q' se redulsaient, 
dans la valeur de aux deux suivantes 

\\ ■= ui p p\ t[ = q ixiq\ 

de sorte que I’on peut supposer p = o, q'=o^ ce qui donne plus 
simplement 

It = ptp /^/i/qil, 

ou encore, en changeant q en q-f-2t), comme au paragraphe XX.T, 

44 = p '<?-+- aa'* fffhl ( q -t- 2 p ) u. 

Or, on a pour les six valeurs de "P et U ces expressions 

2U«, = -l- a2/4(F -+- H ), 

= a^f— />/i F3 -\-(f — a,h)p^flF H- /I'-n-I], ciUo =-t- a^/4(F — H), 




U2=: U3 


et, par consequent, u>i = u^-, de sorte que I’equation 

A=o devient alors une somme de deux carr^s, savoir 

+ III "+" [ ^^0 " 1 ~ ( P “ 1 ~ ) ^^2 ]■ = O5 



ou encore, en faisant toujours w = 




+ (0 M 



Mais I’hypothese G = o revient a supposer nul I’invariant du di:!c- 
huitieme ordre, ou bien a ^Lablir entre les invariants fondainentaux 
de la forme du cinquieme degr^ une relation du trente-sixieme 
ordre, et, comme la quantity qu’il s’agit d’obtenir est seuleinentclu 
douzieme, cette relation ne pourra la modifier en rien, et c’est en 
me plagant dans ce cas particulier que je vais en faire le calcul. 
J’observe d’abord que les ^galitds 

G2— H^=4Z/, H2— F2=4Z^; F2-G2=4ZZi 

donnant pour G = o : H-=: — il soffit, pour ob- 

tenir les invariants, d’employer cette valeur de F- dans les ex- 
pressions du paragraphe XVII. Mais on peut ^viter ce calcul, car 
les invariants, fonctions symetriques des racines, ne changentpas 

de valeur en ellectuant la substitution suivante | | qid 

change F, G, H,/, g, h en G, — H, — F, A, /; ainsi Ton a, 
par exemple, 

5^A J\o 

— = — = — gh-^h^)Y^—{g — h){-xg^-\-gh -I- 9./i2)Z 
= _2(A2-f-/l/+/2)G2_(A_/)(2/i2-^ A/ -1-2/2)/. 

Or cette derni^re expression donne imm^diatemcnt " 


~ = —{h—f){xh^-h/lf-+- 2/2)Z, 



on troLive pour G = o 


Cela pos6, en faisant — ■ 
apr^s quelques reductions faciles, 

+ ojm 2= a'i[a)/2(/__^to)ip-h/^/?(A— /to)q]/F, 

^ o) = aS[w7i2(/— ^uj)2p —fgh{g— /ia))q]ZH, 

et il vient, pour la somme des carr^s, apres avoir reraplace F- et H- 
par 4 et — 4 

' 4 a‘^(/ — [(/3 mJ — /iSoj'jqyA/s, pS i 

_8a‘2(/_^o))2[(i — a)')A _(i_ to)/]/2^2^2 = o. 

+ 4ai2[/i(/i _/to)2_ /(^_ Aaj)2]/2^o-2A2;3.q? ] 

Soil done, en me bornant au coefficient de 
4«‘K/— — A^w'2)/A^3 

= cc — t— cJ oils A H— d!' (0 — H B ailo^ ^ A3 . 

On trouvera d’abord a = o, en supposant /= o, et, apres avoir 
supprime le facteur fh^ il suffira de faire f= h, f— — A, /= o, 
et enlin de comparer dans les deux membres les termes en /°/i, 
pour obtenir bien facilement 

a' =2, a"=3, 6= — 2 B'=^y/53. 


Le calcul des deux autres coefficients est plus facile encore, et 
I’on obtient en definitive I’equation 


3 CD -+- 2 <A) A — 


— /53A3 y 


4 (oils -l-v /53 a)apii — 2 (X — 3/5 a) A lp = 0. 


Ce resultat complete I’etude que je me suis propose de faire de 
la methode de M. Kronecker, en prenant pour point de depart les 
quantites u, », t), "<? et je serais au terme de mes recherches si la 
marclie que j’ai suivie ne conduisait encore ^ une autre fonc- 



U„= a®FF) F2F3F/, et V«,= composees avec les 

facteurs F et H de I’invariant du dix-huilieme ordre, on pent 

joindre celle-ci : W„=a®GG, G2G3G4, que la substitution | | 

laisse invariable, de sorte qu’on en ddduit, en la multipliant par u„ 
ou par u„, une fouctiondu huitieme ordre, changeant de signe par 
cette meme substitution, et que I’on peut par consequent prendre 
pour u. Soit done ainsi M=yt)uW + ^u, on aura, a I’dgard de 
I’equation A=:o, cette consequence remarquable que les coeffi- 
cients de p~,pcj, q- etant du seizieme, du dixieme et du quatrieme 
ordre, cette equation ne contientpas le terme en pq. Mais j’ajourne 
I’etude de cette nouvelle esp^ce de fonctions, et je vais terminer en 
reprenant sous un autre point de vue la question ddja traitde des 
conditions de rdaHtd des racines de I’dquation du cinquieme degre. 


XXV. 

En ddsignant par A, B, G les invariants fondamentaux et posant 

D = A 2 -4- 128 B, 

D 1 = 23 AB -f- 1 6 C, 

N = DJ— loABDi-f-gB’-D, 

j’ai donnd au paragraphe X, pour les conditions de rdalite des 
cinq racines, ces trois criteria : 

D > o, BDi <0, N < o, 

qui sont du huitieme, du vingtieme et du vingt-quatrieme ordre, 
et I’on a vu que, les conditions B >► o, D4 -< o ne pouvant jamais 
avoir lieu simultandment, le second criterium donne a la fois B << 0, 
D,>o. Or il est bien remarquable que le thdoreme de Sturm, 
appliqud a I’equation en reproduise exactementles memes resul- 
tats, et e’est ce que je vais dtablir avant de donner le proeddd qui 
conduira a des criteria d’un ordre moins dlevd. Voici d’abord, en 
posant avec M. Sylvester 


cette Equation en A, qui a ele calculee par le P. Joubert, 


A 


+ 5D(5D — 4A2)(^-^J— D(io8A~f)AD — iooA») = o. 


Cela pose, on trouve, par le calcul direct du premier terme des 
fonctions intermediaires et en supprimant un facteur numcrique, 

V,= BA3-^..., V3 = -NX2-4-.... 


Mais, pour la quatri^me fonction, les expressions des difT^renees 
des quantiles X, donn^es au paragraplie XX, montrent qu’elle con- 
tienten facteur le carr^ de I’invariant du dix-huitieme ordre, et I’on 
trouve ainsi, pourle coefficient de son premier terme, I’expression 

4 

1^2 (/v^-v^vFvGvI-Iv)’-= 25K!^D,. 

0 

Quant k Vj, on obtient ^''0, d’ou il ri^sulie qu’en supprimant les 
facteurs K- et K.'' on retoinbe bien sur les criteria d^duits de la 
forme quadratique 

Di«2 — 6BDf(; - D(D, — ioAB)(^2 
-+■ D [ — B 2 Di wtt' H-(g BD — lo ADi){<'2]. 


Je remarque [encore que J’dquation en X donne un systeine 
simple des covariants doubles en ^ et x' d^finis au paragraphe XI, 
et servant i ddterrainer par leurs signes le nombre des racines 
rdelles der(^quation proposde/(a7, i)=o qui sont comprises entre 
les limites donn^es. En effet, on peut prendre, en d^signanl lou- 
jours ces racines par et posant V =/(a7, i). 


^,=vy£ 

Md X 


— ^0 




X — Xq 
(x'— Xo)(x'—Xi) 


{x — Xo){x - Xi) 


^1 )> 


\‘^3= V 


(x'~ Xo)(x'—Xi)(x'—Xi) 
(x — Xq){X — Xi){X — X2) 


C(Xo, Xi, Xj). 


Ouant k on sunorimera le facteur K.-, amen(5 par les sym- 
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vieme. Mais j’arrive, sans m’arreter plus longtemps sur ce sujet, a 
la methode el^mentaire, et qui donne pour les conditions de realile 
les criteria du quatrieme, du huitieme et du douzieine ordre, et au 
nombre de trois seulement. Elle se fonde sur ce que les quantiles 
u„, Ufl, ... satisfont a I’equation suivante 


u® -+- CDu® 


ui2 +(a, -h 3v/a)u'«-)- — /a)-- 

4- (JIb -Hy/A)‘-h A.j Au^-l-(jl> — 3 /a) A^u^ -+- A® = 0, 


que Ton forme tres facilement, et dont les coefficients seront tons 
r^els si nous supposons le discriminant A positif, ce C[ui est, dans 
la question presente, le seul cas a examiner. Or, eii revenant a 
I’expression d’une des racines, par exemple 

u^= a'‘{xo — Xi){Xi — a;2)(Xi~X3){a;3 — Xi){x,, — Xo), 


on reconnait imm^diatement que, X(, etant reel, x-i el Xs imagi- 
naires conjugues, ainsi que x^ et ^4, on obtient pour line 
quantile de la forme m \J — 7, dont le carrd est essentiellement nd- 
gatif. En 6tablissant done que I’equalion en u n’a que des racines 
positives, e’est-a-dire que son premier meinbre n’offre que des 
variations, on aura les conditions a la fois necessaires et suffisantes 
pour que les racines de Tequation du cinquieme degre .‘^oient toutes 
reelles. Si I’on convient de prendre positivement \/A, on parvienl 
ainsi a ces r6sultats fort simples 

A o , JI 3 -t~ 3 ^ A o , CD o , 


et il est visible que le cas des quatre racines imaginaires sera 
caraetdrise par un cliangeinent de signe des deux derniers cidteria, 
en conservaiit la condition A i> o ( ' ). (*) 


(*) Nous n’avons pas signale toutes les erreurs de calcul qui se Lrouvaient dans 
ce M^moire, et qui out ete corrigdes par M. Bourget. Celui-ci a refait tons les 
calculs, sauf en deux points. II a admis que la rdduite du cinquieme degre de 



SUR LES INVARIANTS 

DES 

FORMES DTJ CINQUIEME DEGRE. 


Salmon, Algebre superieure, trad. 0. Chemin, 
deuxieme Edition, 1890 , p. 557 . 


C’est dans la Ui^orie des formes du cinquieme degrd qu’on voit 
s’ofl'rir pour la premiere fois un invariant gauche, c’est-a-dire iin 
invariant qui se reproduit change de signe dans toute Lransformee 
de la forme proposee par une substitution au determinant — i, 
telle que par exein 

ou bien 

j 07 = Y ) 

lr= xj* 

Si la forme du cinquieme degr^ decomposee en ses facteurs lindaires 
est 

<E> = a{x — XQy){x — Xiy){x — xiy){x — x^y){x — x^y), 

son expression en fonction des racines s’obtient comme il suit. 
Posons, pour abreger, 

{mn) — Xm— Xn, 

on aura 

[(01) (o4) (32) -H (02) (o3) ( i/i)] [(01) (02) (43) + (o3) (o4) (12)] [(01) (o3) ( 42 ) + (02) {o4) (3 
X [(i2)(io)(43) + (i3)(i4)(2o)][(i2)(i3)(o4) + (i4)(io)(23)][(iq)(i4) (o3)-t-(i3)(io)(4 
X [(23) (2 1) (o4) 4- ( 24 ) (20) (3 i)ir(23) ( 24 ) (10) + (20) ( 2 0(34)1 [(23) (20)1 14 ) 4- (24) (20(0 
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Cela etant, je vais resiimer dans cette Note plusieurs rdsultats 
relatifs aux facteurs de I’invariant gauche et qui donneront sous 
un nouveau point de vue la determination des invariants dans les 
formes du cinquieme degr^. 

Soient a cel effet ) 

F =(oi)(o4)(32)-+-(o2)(o3)(i4), 

G = (oi)(o2)(43)-i-(o3)(o4)(i2), 

H =(oi)(o3)(42)-j-(o2)(o4)(3i), 

et convenons de representer par Fv, Gv, Hv ce que deviennent 
respectivement ces quantit^s, en ajoutant le nombre v aux indices 
des racines •••? pris suivant le module 5. L’expression de 

I’invarianl du dix-huiti^me ordre sera ainsi 


K = ai8. FGH . Fj G, H, . F,. Ga Hj. F3 G3 H3. F^ G* H/., 


et en premier lieu je donnerai le moyen de connaitre comment 
s’^changent entre eux les quinze facteurs, lorsqu’on effecLue sur 
les racines une substitution quelconque. Or, a I’^gard de la substi- 
tution { on aura pour resultats 

( a72v ) 


F, 

F„ 

Fs, 

Fs, 

1 

-H, 

-Ha, 

-Hi, 

-Hi, 

- H 3 )’ 

G, 

Gi, 

Ga, 

G 3 , 

Gi ) 

-G, 

— Ga, 

— Gi, 

— Gi, 

-G 3 y 

H, 

Hi, 

Ha, 

H 3 , 

Hi ) 

F, 

Fa, 

Fi, 

F„ 

F 3 


La substitution | ( donnera 

( ) 


I" 


F, 

F., 

Fa, 

F3, 

Fi 

F, 

G3, 

-Hi, 

-Hi, 

-Ga 

G, 

Gi, 

Ga, 

G3, 

Gi 

G, 

-H3, 

-Fi, 

Fi, 

Ha 


2 “ 



Et comme toute substitution entre cinq quantit^s r^sulte de la 
composition des substitutions 6lementaires 

Xy ) ( 

Xy-^.\ I I X^y ) I 

on pourra, par ce qui precede, connaitre I’efiTet d’une permutation 
donnee des racines sur I’un quelconque des quinze facteurs. 

En meme temps cjue F, G, H, je consid(^rerai les quantites 

/ = (3i)(24), 

^-=(i4)('23), 

h~{i2) ( 34 ), 


et je d^signerai par fy, gy^ hy ce qu’elles deviennent en ajoutant v 
aux indices des racines. Cela ^tant, on trouve que la substitution 

I I op(J;re les changements que void : 


( /, /n 


1 — h, 

— hi, - 

( 

gl: 

i 

^2) 

( A, 

Ai, 

1 -A 

— A, - 

Quant a la substitution 1 


A /i. 


( / o"‘s, K 
) ) ^1 1 a 

^ K A, 

( h, A,, hi, 
\ h. A, 


A. 

Ai 

A 

K, 

— Ai, 

-hi 

gi^ 



g<*\ 

— gu 

-gi 

hi, 

hi, 

K 

A. 

— /u 

-A 


, elle donne pour rdsultats : 


A^ 

A (. 

hi, 


gii 

gk 

A, 

hi 

hi. 

h, ) 

gu 

A ) 


D’ou Ton voit que les deux groupes de quinze quantites se per- 
mutent de la m6me mani^re, sauf certains changements de signes, 
quand on effectue les m^mes permutations sur les racines de la 
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; =(or)(o2)(o3)(o4), 

savoir 

G’— ir-=4//, 

H’— F’- = 4/^, 

F-2 — G2 = 4 Ih, 

et ensuite par cette remarque que les clivers produits 

a^Fv/v, o^Fv^v, a-FvAv, 
a^Gv/v, a^GvAv, 

a2Hv/^, a^Hv^v, 

a etant le coefficient du premier terme de la forme du cincj[uie 
degre, sont des invariants. Ces produits donnent lieu & ce 1 
algdbrique que neuf d’entre eux, correspondant a la m^rae vaf 
de I’indicev, suffisent pour en deduirelindairement tons les auti 
On a, en elfet, les relations qui suivent : 

2Fi/i= F/— GA-hH^, 

2Gi^i= F^+G/4-HA, 

2HiAi= fa— G^— H/; 

2 F 2/2 = — F A + G^ — H /, 

2G2^2 = — F/4- Gfi H- 
2H2A2 = — F^— G/-^HA; 

2F3/3=-FA-G^-H/, 

2 G3i§^3 = -+- F/ H- GA — 

2H3A3 = — F^+ G/-H HA; 

2F4/4= + F/+GA + H^, 

2 Git^4 = — F^ + G/ — H A, 

2H4A4 = -i-FAH-G^-H/. 

Tons les autres sont d’une forme presque aussi simple, et en v 


L/C la iCSUlUC ia cxix xxkKjjiuAX \jlxj X 5 , xxj 

d’une part, /, h, de Tautre, cles fonctions des racines dc la forme 
propos^e qui sont des invariants. Consid(^rons, par exemple, 
r express! on 

F/ -+- Fi /i H- F2/2 -f- F3/3 -T- F 4/4, 

qui est ^videmment cyclique. En vertu des relations precedentes, 
elle prendra cette forme tres simple 

Les fonctions FFjFoFsF^, qui sont ^galement 

cycliques, s’expriment d’une manifere analogue. En faisant, pour 
abr^ger, 

g' = g--^JK 
h' = A2 H-y>, 

j’ai montrd dans mon M^moire Sur L’ecjiiation du cinquihne 
degre qu’on a 

FF, Fj Fa F* = F ( H2 + FH hh' + k'^ I ), 

HH 1 1-I2 Ha = H ( - F2/^ + FH + f'H). 

On obtiendrait pareillement 

GGiGjGa G4= G[- (kHf-h)g'^^¥\\{p^fh^h^-)g 

( y 4 _ 2/3 A _ 5 / 2 A2 _ 2 /A 3 -t- ) ; ] . 

Mais, dans ces formes si simples de fonctions compliqudes de 
racines, le caracl^re cyclique de ces fonctions n’apparai't plus 
d’une maniere ^vidente, et pour le retrouver il faudrait touLe une 
thdorie, qui me m^nerait bien au del^ de mon objet actuel. Je me 
propose en effet, en considdrant des expressions non seulement 
cycliques, mais sym^triques, d’^tablir que tout invcii'icint dont 
Vordre est multiple de 4 est une fonction homogene de F^ et 
L ay ant pour coej/icients des polynomes entiers en g et h. 

Dans ce but, je consid^rerai les diverses determinations de la 
fonction suivante 


aeterminauons, au nomDre ae vingi-quaire, soni aeux a ueux 
egales et de signes contraires, et peuvent ainsi se reduire a douze, 
que je parlagerai en deux groupes et designerai comme il suit : 

/ a„=(oi)(i2)(23)(34)(4o), 

I «o = (o3)(34)(4i)(i2)(2o), 

I Ui = (i4)(4o)( 02)(23) (3i), 
j M2 = (2 o)(oi)( r3)(34j(42), 

I tt3 = (3i)(i2)(24)(4o)Co3), 

\ ii 4 = (42)(23)(3o)(oi)(i4); 

I p„=(o2)(24)(40(i3)(3o), 
i po = (o 4)(42)(23)(3[) (lo), 

1 Pi = (io)(o3)(34)(42)(2i), 
e-> = (2i)(i4)(4o)(o3) (32), 
p 3 = (3a)(2o)(oi)(i4)(43), 

I t'4 = (43)(3i)(i2) (2 o)(o4). 

a etd tir^ de u„ par la substitution | i; Ug et fo ^Le 

( ) 

respectiveinent deduits de et par la substitution | |j 

enlin Ui et P/ de Ug et Pq en ajoutant le nombre i aux indices des 
racines pris suivant le module 5. On sail qu’a I’origine de la 
theorie des invariants on a consider^ comme fonctions symdtriqiies 
des carres de ces douze quantitds les invariants fondamentaux du 
quatri^me, du huitieme et du douzidme ordre des formes du cin- 
qui^me degre. Ainsi Ton a, en ddsignant avec M. Sylvester I’inva- 
riant du quatrieme ordre par J et le determinant par D, 

a'*(u^-+- ul-\- u\-\- u\-\- ul->r m|) = — 5''J — 3.5®v/oD, 

-H Pfl H" -h p| -+- p| ) = — -h 3 . 52 / 50 , 

et la somme des produits trois a trois des carrds conduit a 

t/| + ...) = 2 p2 . 

= 4.59(48JK — 7 G 8 L — A), 
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on Ic verifie sans peine, ces deux systeraes de relation, savoir 

A(H -4- F), 2F„=-t-/(H — F), 

2^0 = — A{H— F), 2 Po = ~ /(H -+• F), 

2 li] = 4- G — H ), 2 Pi = 4- A( G -+■ fl ), 

2 M 4 . = — ^(G -+- H), 2 P 4 = — A(G — H), 

2 ^2 = -)-./’( F — G), 2 P 2 = — + G), 

2 M 3 =— /fF+G), 2 P 3 = + ^-(F- G). 

On en ddduit, en faisant la somine des carres, I’expression de 
1’ invariant du quatrienie ordre J, sous la forme 

«^ [(2F2 4 -G 2 4 - H2)/2-f-(2G2 4 -H 2 4 -F 2)^2 

4- ( 2 4- F-i H- G2 ) A2] = — 4 . 5U, 

et, si I’on ^crit la somme des prodiiils trois a trois, aj; 4-. . 
de cette manier.; : 

( 4- 0 ) ( “1 -H uf ) ( li| -t- III ) 

4- ii^ III ^ ^1 ^3 ) 

4- Uj wf ( 4- III •+■ “1 + ^^3 1 

4- Ug4- Wi4- 

on parviendra a I’invariant du douzieme ordre, exprimd comme 
il suit : 

275448 JK — 768 L — A) 

= 4a‘-(F='-+- G 2 )(G 2 H-H 2 )(H 2 -|- F 2 )/ 2 ^ 2 A 2 
4 al2(F2 — M2)2[(F2 -I- G2)^24(G24 H2)/i2]yt 
4 al2(Q2_ F2)2[(G24H2)A24(H24 
4a>2(H2_ G2)2[(I-I24F2)/24(F2 4 G 2 )^ 2 j/li. 

Adoptaut done le discriminant 5“^ D = < 7 ®/-^- A- /- pour inva- 
riant du liuitieme ordre, la proposition precddeinment annonede 
se trouvera ddmonlrde a I’egard de ces invariants fondamentaux, 
en observant que F, G, H n’y entrent que par leurs carrds, de 
sorte qu’au moyen des relations 

G 2 -H 2 = 4^/, 
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on pourra effectivement les exprimer par F-, A, t. Nous obtien- 
drons ainsi 

54 J = — gh-\- A2)4-(^— h){‘xg'^-^ gh-+- 
5SD = a<^{g hy-g‘ih‘^l\ 

4.59(48JK — 768 L — A) 

= ai2[F6(^-i- 4FW(^— /i)(^ + 

F 2 Z 2(^8 _ 1 _ 4^7 A 0^5 a* — 

4 - 6^3 As A 6 4 /j 8 ) 

— 2 P gh{g — /i)(^s-i- 3^s A -f- 8^^ A^-f- 1 1 A® H- 8^2 A4._(_ 3^A5_^ /jsjj, 

Or, ces expressions sont des fonctions homogenes de F- et /, dont 
les coefficients sont des polynomes entiers en g et A, et il en sera 
de meme par consequent de leurs combinaisons entieres qui 
representent tout invariant de la forme du cinquieme degre dont 
I’ordre est multiple de qualre. J’ajoute qu’un invariant donne ne 
peut etre obtenu de deux manieres differentes, comme nous venons 
cle le dire; car, en egalant deux expressions de cette nature, on 
arrive a une equation homogene entre F- et qui pouvait doniier 
F- 

y en ^ et A, c’est-a-dire une function de la racine scq, et par con- 
sequent cette racine au moyen des quatre autres, puisque g et A 
ne contiennent pas iCo- 

Je terminerai cette Note par ce qui concerne, au meme point 
de vue, I’invariant gauche, et ^ cet effet, en posant comme plus 
haut 

s' = 

K —h^-^fg, 

j’emploierai les relations suivantes qu’il est aise de verifier, 
savoir 

2(374 — a 72 )F,G 3 = H^'-h GA', 

2(372-373)H,H4= F A' 4- H/', 


\ TT 
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On en d^duit, en les multipliant membre a meinbre, 

— Hfgh K = a‘8 FGH ( ^'2 — G2/i'2)( F2 A'2 — f'^){ G2 /'2— F 2 ^' 2 ). 

Ecrivant ensuite 

G2/?'2= H2(^'2- ^'2)_4Z/A'2, 

F2 A'2 _ H2/'2 = F 2 (/l '2 — /'2)_ 4 

G2/'2- F2^'2 = G2(/2_^'2)_4/Ao.'2, 

et observant qu’on a 

g<^-h'^- = ^fgh{g — h), 
h'i—f’i = \fgh{li -/), 

/'2._ ^^'2=4/^A(/-^), 

on en conclut inun(^cliaLement 

K = a'8FGl-I[ F2 (/i -f)fh — If'^ 

et Ton reconnatt que la quanlitd par laquelle est multipliee FGH 
pent encore etre niise sons la forme d’une fonclion liomogene de 
F- et L. 



SUR L’lNVARIANT GAUCHE 


DRS 

FORMES DU SIXIEME DEGRE. 


Salmon, Algebre superieure, trad. 0 . Chemin, 
deuxieme edition, 1890, p. .t68. 


On doit au P. Joubert ( ' ) la decouverte interessante de I’expres- 
sion de cet invariant, qui est du quinzieine ordre, au moyen des 
racines de la forme proposde. Representons celte forme par 

f = a{x — x^y){x — Xf^y)(x — Xiy){x — x^_y){x — Xiy){x — x^y)^ 

et posons 

Uo = {x„Xo{Xi -G 373 — a;, — Xi,)-i~ XiXi,(x„-i- Xq — x^ — iPj) 

xzXs{xi -f- x^ — ^0)], 

Vo = [XcoXq{x^ Xt, — Xx — x^)-^ Xx x-i ( x„-h Xu — 373 — 374 ) 

-h 373X4(371 -h X2 — X „ 37 o)], 

Wo = [a 7 „Xo(X 2 -|- X 4 — X| — X3)-h XiX3(x„-i- Xo 372 

-t- X- 2 Xi,(X, X3 - X„ Xo)]. 

En convenant de designer par U/, Vi, ce que deviennent ces 
expressions, en ajoutant le nombre A" aux indices des racines pris 
suivant le module 5, on aura la valeur suivante de I’in variant 
gauche du quinzieine ordre, savoir : 

K = al5UoU,U2U3U4VoV,V2V3V4WoWlW2W3W4. 


(’) Voir Comptes rendus, t. LXIV, 1867 (I), p. 1026. 



SUR 


U THEORIE DES POLYNOMES HOMOGENES 

DU SECOND DEGRE C). 


Note VI du Programme detailli d’un Cours d’Arithmelique, d‘Al- 
gebre et de Giomitrie analytique, par Gerono et Rognet, 4® Edition, 
Paris, Mallet-Bachelier, i856, p. i54. 


Les propriet^s des polynomes homogenes du second, degrd 
a plusieurs variables sont utiles connattre dans beaucoup de 
questions d’Algebre etde G^om^lrie analytique. Nous aliens exposer 
dans ceLte Note, d’apr(^s M. Hermite, celles qui nous paraissent 
les plus importanles, et dont la demonstration n’exige que les 
premiers elements du calcul. Voulant d’ailleurs que I’etude de ces 
demonstrations soit un excrcice pour les elhves, nous considererons 
le plus souvent un cas particulier de manihre a en bien faire saisir 
I’espril; apres avoir mis ainsi en evidence tout ce qu’il faut con- 
naitre pour traiter le cas general, nous laisserons a cherclier 
I’expression analytique la plus etendue des raisonnements et des 
methodes exposes dans un cas special. On aura de la sorte a traiter 
des questions d’algebre faciles en elles-memes, car la voie pour 
arriver au resultat sera bien indiquee a I’avance, et aucun autre 
•exercice' ne paralt plus profitable pour arriver h connaitre et 
a employer avec surete I’instruinent du calcul algebrique. Nous 
pensons aussi qu’on parviendra par 1^» a mieux saisir et conserver 
dans son esprit les diverses propositions dont nous allons nous 


(’) Nous inserons ici line Note Sur la theorie des polynomes homogenes du 
second degre exlraite de I’Ouvrage indiqud de Gerono et Rognet, Cette Note 
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occuper. Comme elles reposenten grande partie sur quelques pro- 
prleles des quantiles qui se presenteni dans la resolution d’un 
systeme d’equations du premier degr^ a plusieurs inconnues, nous 
commencerons par rappeler en quelques mots celles dont nous 
ferons usage. 


I. — Des determinants. 


Considdrons n-\-\ equations du premier degr^ a /z -h i incon- 
nues, dont les coefficients soient des quantiles litterales, savoir : 

ax -\-hy -+-CZ = K, 

a' X b' y -yc'z -hh'u = K', 

1 

a^itix •+• H- -h. . .-f- 


Le d^nominateur commun des valeurs des inconnues, qu’on en- 
seigne a former en Alg^bre, et qui depend seulement des coeffi- 
cients de ces inconnues, a regu le nom de determinant, et se 
designe par la notation abreg^e 

a b c ... A 
. , a' b' c' .. . A' 


Ainsi, par exemple, pour deux equations a deux inconnues, 

ax -i- by = K, 
a' X b'y = K', 

on ^crira 

I a b \ 

{i) ab ' — ba’ — 


Pour trois equations a trois inconnues 


ax -I- by -+- cz = K, 
a' X b'y -t- c' z = K', 



Parmi les monomes qui entrent dans le determinant (i) deve- 
loppe, on distingue celui qui sert a former tous les autres par des 
^changes de lettres, savoir : ab'd'^ On lui donne le nom 

de terme principal^ etil est toujours affectd du signe -I-. Ainsi ab' 
et ab' d' sont respectivement les termes principaux des determi- 
nants (2) et ( 3 ). Des diverses proprii^tds des determinants qui 
decoulent immediatement de leur loi de formation, nous enon- 
cerons celles-ci, qui seront utiles plus tard : 

1" L’expression ddveloppee du determinant (1) a la forme 
Aa-i- 


ou A, B, C, H sont des quantites independantes de a, 6 , 

c, . • • , h. 

2" Un determinant s’evanouit identiquement lorsque deux lignes 
horizontales ou deux colonnes verticales sont composees des memes 
termes. Ainsi, par exemple, 


a h 
a b 


= ab — = o, 


a a 
a' a' 


aa ' — aa' — 0, 


a b c 

a b c 

a!' b" d 

a a c 

a! a' d 


= o, 


0. 


3 '’ Un determinant ne change pas de valeur lorsqu’on remplace 
les colonnes verticales par les lignes horizontales, de maniere que 
le terme principal reste le meme. Ainsi, par exemple, 


a b 


a a' 

a' b' 


b b' 


= ab ' — ba'. 


Les deux premieres de ces propositions se trouvent demon trees 
dans les Traites de M. Lefebure de Fourcy et de M. Briot; nous 
laissons comme exercice ^ trouver la demonstration de la troi- 
sieme. Mais une autre, qui recevra d’importantes applications, 
nous reste k etablir; et nous allons d’abord la presenter dans le cas 
le plus simple. 

Gonsiderons a cet efFet les deux fonctions lindaires 


a; = aX + a'Y, 
j=pX-4-^'Y; 


elles deviendront respectivement 

(aa H- b^) X-h(aa' -i-6p')Y, 
( a' a -h A' p j X -t- ( a' a' j3' ) Y, 

ou, pour abr^ger, 

AX +BY, 
A'X-hB'Y. 


Cela pos^, je dis que le determinant 


A B 
A' B' 


sera egal an- 


produit des deux determinants 


a h 

et 1 

a 

a' 

a' b' 

P 

P' 


La verification se fait sans difficiiUe, dans ce cas tres simple, 
mais on peuL eviter tout calcul en raisonnant coinme il suit. 
Considerons les deux equations 


\ aaa -+• by = K, 

\ a'x -+■ b'y = K'. 


On sait qu’en les resolvant on trouvera, pour le denominateur 

commun des valeurs de x et y. le determinant , et de la 

’ a' b' 

meme maniere, relativeinent aux deux autres equations 

... ( AX +BY = K, 

(3) < 

I A.'X-t-B'Y= K', 


le denominateur commun des valeurs de X et Y sera le determi- 


nant 


A B 
A' B' 


Or, on pent trouver X et Y par les equations 


a; = aX -ha'Y, 
j=^X+P'Y, 


quand on y aura mis, au lieu de x et jKi les valeurs fournies par les 
equations (4). Maintenant, et sans qu’il soit besoin d’effectuer ces 

Calcnls. on doif. vmr on’pn vaicnn Hpc Ha 1'. 


duit des ddierminanls 


LO L/ 

et 

'Jt ut 

a' b’ 


p p' 


• Ainsi ce produit doit 


^tre egal an determinant 


A 

A' 


B 

B' 


5 qui, d’apres les Equations (5), 


represente aussi le denominateur des valeurs de X et Y. 

A la v6rit^, cette demonstration n’est pas entierement rigou- 
reuse, raais elle met immediatement sur la voie du theoreme 
general que nous aliens enoncer en prenant pour exemple les trois 
fonctions lin^aires : 


ax -t- hy -h cz, 
a' X -t- b' y - 1 - c'z, 
a" X H- b"y ->r c''z. 


Goncevons qu’on j inette, ati lieu de .r, y, 5, 


= aX-ha'Y-f-a"Z, 
;r = pX-hj3'Y-}-[i"Z, 
^ = yX-i-y'Y-)-y"Z; 


elles deviendront respectivement 

(aoL -h 6 p + oy) X -h (aa' -t- 6 p' -i- oy') Y-i- (oa" -i- 6 j3" -+• cy") Z, 
(at'a + 6' p -t- c'y) X ■+- (a'x' -H 6'p' H- c'y') Y ( a'a" -t- b'^" -+- c'y")Z, 
( a" a -4- 6" p + c" Y ) X -h ( a' a' -H 6" p' -h c" y' ) Y -H ( a" a" H- b” P" h- c" f ) Z , 


ou, pour abr^ger, 

AX +BY H-CZ, 
A'X + B'Y H- C'Z, 
A"X-h B"Y-i- C"Z. 


Gela pose, on aura comme precedemment I’equation 


A 

B 

C 


a 

b c 


oc 

a! 

a" 

A' 

B' 

C 

_ 

a! 

V c' 

X 

? 


P" 

A" 

B" 

C" 


a" 

b" c" 


T 

i 

i' 


La demonstration complete se deduit de la loi meme de formation 
des determinants; mais, comme elle offre pen d’interet par elle- 
meme, nous I’omettrons, en insistant neanmoins sur la necessite 
de bien se penetrer du theoreme qui va bient6t trouver d’impor- 
tantes annlications. 
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II. — De I’invariant des polynomes homog^nes du second degr6 
et du polynome adjoint. 

On nomrae polynomes homogenes du second degre des 
expressions telles que 

Aa;2-+- o.'Qxy -i- Cy-, 

A.x^ -t- A'y^ -h A." -+- 2 ^yz -+■ i W zx -(- i ; 

ce sont ces expressions dont nous aliens dtudier les proprietes, en 
considerant, comme nous Pavons ddja dit, les cas particuliers les 
plus simples, et laissant aux el6ves a gendraliser les enoneds et les 
ddmonstrations. 

La premiere que nous aliens considdrer dans le cas du polynome 
a deux indeterminees seulement 

Ax^-\- I'Bxy H- CjK-, 

consiste en ce que, si Pon y remplace x ei y par ces formiiles 

X = aX -t- 6 Y, 
y = a' X-]- b'Y, 

il se transformers en un polynome qui est encore homo gene et du 
second degre par rapport aux nouvelles indeterminees X et Y. 
Ce polynome sera ainsi de la forme 

Jt,X24-2DbXYH-eY2, 

les coefficients ayant ces valeurs : 

oA... = A -t- 2 B ad -t- G a'^ , 

lib — k. ah B(a6' 6a') -f- Qxo! h\ 

e = A 62 -t-2B66'-(- G6'2. 

Cette propridtd tres simple conduit naturellement h se proposer la 
question suivante : 
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est-il toujours possible de d^duire le second du premier en y fui- 
sant une substitution de la forme 

X = aX 4- 6 Y, 
a'X4- 6'Y? 


Le probleme admet-il un nombre fini ou infini de solutions; 
est-il resoluble en prenant pour les coefficients de la substitution 
des quantities r^elles, les coefficients des polynomes donnas ^tant 
eux-m^mes supposi^s r^els? 

Notre. principal objet dans cette Note sera d’^tablir quelques- 
uns des principes qui servent a resoudre ces questions et de mon- 
trer comment ils s’applic[uenl a la G^om^trie et a I’Algebre; 
faisons aussi observer en passant qu’une branclie ^tendue des 
Mathdmatiques, 1’ Arithm^tique sup^rieure, trouve ^galement son 
point de ddpart dans la comparaison des polynomes homogfenes du 
second degr^, lorsqu’on suppose que les coefficients des polynomes 
et ceux des substitutions sont des nombres entiers. 

Nous commencerons par dtablir qii’un polynome du second 
degrd a n inddtermindes est toujours rdductible k la somme 
de n carr^s de fonctions lin^aires de ces inddtermindes. Observons 
pour cela qu’en ordonnanl ce polynome par rapport k I’une des 
inddtermindes que nous noramerons o) pour fixer les iddes, il 
prendra la forme suivante : 

A.a72 -1- 2 Ba: G, 

B ^tant une function lini^aire, et C une fonction homogene du 
second degr6 des n — i ind^termin^es restantes. Or, on peut 
^crire 

Aa72-t-o.Ba7-hG= 1 ( Aa? -h B)*-!- -J-CAG — B^), 

A. A. 

et mettre ainsi en Evidence, d’une part le carre de la fonction 
lin^aire Aa; -b B, et de I’au tre un polynome homogfene k n — i ind6- 
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qii’on parviendra a la reduction, annoncee quand on aura epuisd 
toutes les indeterminees. Par exemple, soil le polynome 

/ = -I- ay- -h z--h ^yz -+- 2 za; 4 - 2 czy, 

on ^crira successivement 

f z= cc- -h 2 X ( y -h z) 2y- 4- /^yz ■+■ = (x y -+- z y^ ■+■ 2yz, 

y^-h 2yz = (jK 4- zy- — 3’-, 

et il viendra 

f={x 4-J 4- 3)-4- (jK 4- z)^— Z-. 

Plus tard, cetle reduction sera etudi^e altenlivement; actuelle- 
ment, nous nous bornons a remarquer c[u’elle pent s’effecLuer de 
plusieurs manieres, en commencant chaque operation par I’uiie 
ou par I’autre des inddlermindes, et que, pour arriver effective- 
ment a une somme de carres, de fonctions lineaires, il peut ^Lre 
ndcessaire d’introduire des quantitds imaginaires dans les coeffi- 
cients de ces fonctions. Ainsi, dans I’exemple precedent, ilfaudrait 
ecrire 

f~{x-^y^zy-+-(y-{-zy-^{z\/—iY. 

Quoi qu’il en soit, et sans insisLer sur d’autres particularites, nous 
aliens, comme il suit, en tirer la notion de V invariant. 
Considdrons le cas le plus simple du polynome 

A 37 ^ 4- 2 B xy 4- Cy^ , 

que nous mettrons sous la forme 

Ax^-h 2Bxy 4- Cy^ = ( ax 4- byy-+- {a' x ■+• h' y)”-. 

Cette Equation ne suffira pas pour determiner les quatre qiian- 
titds «, f/, a', 6'; mais il est tres facile de trouver, en fonction 

€t h 

de A, B, C, le determinant , • 

a 0 

En effet, soient pour un instant 

( X = ax 4- by., 


I ,\ 


JtLn prenant successivement les denvees des deux membres de 
cette equation par rapport a x el y, et divisant par 2, il viendra 

A.^ “4— 13^ = X. — H (z Yj 
Hx-hCy = Z)Xh- 6'Y. 


Or, X et Y ayant les valeurs d^finies par les Equations (i), on 
pourra egaler les determinants relatifs aux fonctions lindaires 

A a; -I- By, 

Ba? -t- Gy 
et 

Oj X — H a Yj 
Z)X-4- 6'Y; 


mais, d’apres un thdoreme dtabli au paragraphe 1 , le second de 
ces determinants sera egal au produit 


a 

a' 

X 

a b 

b 

b' 

a' b' 


ou meme a 


; car, d’apres une proposition enoncee au pa- 
ragraphe I, un determinant ne change pas de valeur quand on met 
les lignes horizontales a la place des colonnes verticales. Nous en 
conclurons la relation a laquelle nousvoullons parvenir, savoir : 


A 

B 1 


a b 

B 



a! b' 


Or, la fonction des coefficients du polyuome h.x'^ H- 2Ba?jy-t- Cjk*, 
cl laquelle nous sommes ainsi conduits, 


A B 
B G 



AC-B2, 


est ce qu’on appelle V invariant de ce polynome. Cette denomina- 
tion, proposee par M, Sylvester, cdlebre geometre anglais, se trouve 
justifiee par le theordme suivant : 

So it 

oihX2-i- a'DbXY + GY^ 


la transform^e du polynome proposd par la substitution 
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je dis qu!on aura 


lib e 


A B 
B C 


X 


a a' 2 

(3 


dest-d-dire que d invariant se reproduirct dans toute trans- 
formee^ multiplie par le carre da determinant de la substitu- 
tion. 


En effet, effectuons la substitution consideree dans les deux 
membres de r(^quation identique 

kx‘'- xy Qi ■= {a X by ( ct' x b'y)'^, 

et posons, pour abreger, 

a(aX4-a'Y)H-6(pX-<-p'Y)=/) X ^ Y, 
a'(aX + a' Y) -t- 6'(P X ^ p' Y) = /?' X -V- Y, 

on en deduira 


XX2-i-2DbXYH-eY^ = (^#X-i-^Y)2-+-( /?'X-t- ^'Y)2, 


et, par suite, 


elb lib 


p 

9 

alb G 


p’ 

9' 


Mais, d’apr^s le tb^or^ine sur la multiplication des determinants, 
on a 


P 

9 


1 a b 

X j 

1 a 

ex' 

P' 

9' 


a' b' 


P' 


et il en r^sulte immediatement, apr6s avoir dlev^ les deux membres 
au carr^, la relation qu’il s’agissait d’<^tablir 


Jlo lib 
iJb S 


A B 
B C 


X 


a a' 2 

P P' 


Avant d’aller plus loin, donnons encore I’dnonce des tlieor^mes 
analogues pour les polvnomes 4 trois indd termini es, afin de rendre 


nixcaiico 


i /i = A a; -+- B"_7 -t- B' 4 ;, 

1/;.= B"^ + A> + B^, 

^ y*!' = B' a? -+- B jK A"^ ; 

c’est-a-dire 

A B" B' 

{■ 2 ) B" A' B = AA'A"-)- 2 BB'B"— AB2— A'B'2— A"B"2, 

B' B A" 

et Foa aura le ih^oreme suivant : 

Soit 

JUX2-h ^VY2 4- .V'Z2-t-2llliYZ •2ill,'ZX H- a\l'/XY 

la transformie deduite de f par la substitution 
a? = a X -I- a' Y -t- a" Z , 
y = pX-f- (3'Y-i- P"Z, 

3 = Y X -h y' Y + y" Z, 

V invariant de cette transformee sera egal a V invariant de f, 
multipLi^ par le carre du determinant de la substitution. 

Ainsi on aura 


oils 

lib" 

lib' 

A 

B" B' a 

a' 

a" 

Db" 

oib>' 

lib = 

= B" 

A' B X p 

P' 

P" 

TJ'o' 

Db 

X" 

B' 

B A" Y 

t' 

i' 


Les applicalions que nous feroiis plus tard de ces th^oremes en 
montreront toute Fiinportance, raais des a present nous allons en 
faire voir I’usage, en nous proposant de calculer Finvariant de cette 
forme particuliere 

Aa?*-!- 2 Bxy -h Q,y^-\-{a.x -H <^y -i- "fzy. 

I _ .11 !• 1 - r X- 2 


d’ou resultera cetlc consequence, que le polvnome proposd est ]a 
transformee de * 

(3) AX2-^'iBXY-i-CY2-^Z2, 

par ]a suhstitution prdcedente, dont le determinant se reduit, 
comme on le reconnait aisement, a y. 

L’invariant cherche sera done celui du poljnorae ( 3 ) multi pli^ 
pary2^ c’est-a-dire, en appliquant la formule (2), 6 gal a 

YMAG-B^). 

La notion d’invariant bien comprise, pas sons a celle du poljnome 
adjoint, qu’il iraporte egalement d’dtablir. 

Pour cela, nous considdrerons encore le cas le plus simple des 
polynomes a deux inddtermindes, f = et 

nous rappellerons en premier lieu le ibeoreme bien connu qui est 
•exprimd par cette relation 

^/= «^fx^yfr 

Cela posd, cherchons ce que devieut /*, quand on y remplace x 
etjK paries indeterminees etjj/’o, lides aux precedentes par les 
relations 

= lfy = yo- 

En nommant cp Je rdsultat cherchd, qui sera un nouveau poly- 
nome du second degre, aux inddtermindes x^ et jvoj 011 aura ces 
trois dquations, 

^ f - 

^Jy 

<p = 07370 H-JKJKo, 

entre lesquelles il s’agit d’dliminer x eiy. Pour cela, multiplions 
membre a membre success! vement la premidre et la troisieme, la 
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seconde et la troisieme, il vieiidra ainsi 

^ = - 2^0 ( ^^0 -+-170 ), 

^ T/y=ro(^^0-1- J7oj; 

Equations hoinogenes et dii premier degre en x ety. 

Le resultat de I’dlimiaation de ces deux inddtenniades s’ob- 
tiendra done en ^galant a zdro le d(^tei'minazit relatif aux deux 
fonctions lin^aires 

^oi^Xa-hJVo), 

^?/.Y — 7o(^XQ-hyyo); 

de sorte que a sera ddterinind par cetLe equation : 

tpA— irg cpB — a?ojKo 

= 0 . 

cpB — a^ojKo 7o 

Dans un instant il sera prouv6 que ce determinant contient le 
facteurep. A.insi I’on arrive bien, apr^s la suppression de ce facteur, 
k uue equation lineaire; mais ce qu’il importe tout d’abord de bicn 
saisir, ce sont les proprietes du poljnome en Xq et determine 
par I’equation que nous venous d’oblenir. 

Observons a cet elTet qu’en posant 

l}/ = -I- CjK-) _ (373^0 -t-JK/o)', 


on aura 


^'p/ 4 : — a^o(a^^oH-JKro), 
^ 'l^r = ^ ?/y —M^'^o-^77o )• 


Le determinant ci-dessus n’est done autre chose crue I’invariant 



Jl»X2-+-2Hl)XY-^GY2, 

il en resullera pour le polynome ceLte nouvelle forme 

IF = o(JUX2+2\l'oXY4-eX2;-[(aa7o+ p^o)X +(a'aroH- P'ro)^]^. 

Cela pos^, forraons I’invariant de <1/ et ^galons-le a z^ro; on 
reproduira ainsi I’equation dont depend la quantite cp, car ces deux 
invariants sont^ganx, a un facteur pres; dela resulte ce th^oreme : 

Le polynome <p reste invariable , si V on y rempLace les coef- 
ficients A, B, C, qui y entrant, respectivement par (A, 'iJb, ©> 
pourvu qu^au lieu des indeterminees y^ on mette en mime 
temps 

arTfl-hPaJo et a'a:o-f- 

Revenons maintenant au determinant 

cpA — 2:5 (pB — a^ojKo 
cpB — a?Q/o 9^-yl 

pour etablir, comine nous I’avons annonc^, qu’il contient cp en 
facteur. A cet effet, considerons le polynome suivant a trois inde- 
lerminees 

X = "V +(^^0 )S 

qu’on trouvera aisement, en substituant la valeur de iji, se reduire a 

^ = cp( Aa^^-f- 2 Bay' -1- Gy^)-\- s 0(2 373^0 -f- 2 jkjKo-H 2 tp). 

II resulte d’une remarque faite plus haiit, que I’invariant de ce 
polynome c’est-a-dire le determinant relatif au systeme des 
trois fonctions lineaires 


Z „ Xr’ r, Xz’ 


est egal au produit de cp^ multiplid par I’invariant du polynome c{^. 
En developpant les expressions des trois derivdes, on parvient ainsi 
a la relation 


^ A cp B cp a^o 


cpL. cpjo = cp^ 


cpA — a7g cpB — a7o/o 


etj par buite, a uciic-ui, aprch avuii uivibc par 


A 

B 

37o 


B 

G 

yo 

X Cp = 

370 

ro 

cp 



<fk. — xl cpB — arojo 
cpB — ajflJo ?G-jk5 


Cette transformation de determinants nous montre que le terme 
independant de cp, dans I’equation 

cpA — 37^ «pB — a^ojKo 
(pB — -^oJKo ?G — rg 


doit disparaitre de lui-meme. Cela pos 6 , soit pour un instant 

= 0(A, B,C); 


A, B 

B, C 


cette Equation pourra s’ecrire 

0((pA — (cB — a:o7o, fG — 7o )= o, 
et I’on tirera, en d^veloppant, 

'p2 0(A, B, G)— cp I OAar|-HOua7o7o-4- 0c7o j = o; 

d’oxl enfin 

_ Oa 37,2-1- 0na7n7fl-i- Oc,rg 

0(A, B, G) 


C’est la le rc^sultat d^finitif auquel nous voulions parvenir; et le 
polynome en Xq et y^, qui se prdseiite comme numc^rateur de cp 
est ce que nous nommerons avec Gauss le polynome adjoint de 
Aa?2_|_ 2Bxy-i- Cy'^. Maintenant il ne nous reste plus, pour ter- 
miner ce sujet, qu’ci donner quelques indications propres ci faciliter 
aux ^l^ves I’extension au cas general des raisonnements et des 
calculs pr^eddents. 

Soit, par exemple, le polynome trois ind^termin^es 
f= Ax--\- A^-z^-i- 2Byz -i- iB' zx -h 2 B"xy. 


En prenant pour point de depart la relation 
2/= 


^0^ -u 70= -fy, ^o=-U 

Commons cp le r^sultat cherche; on sera conduit aux quatre 6qu 
tions 

^0= :J/x, 

cp =: xxq-^ yy^ + 
desquelles on deduira d’abord 

^ f/x = ^0 ( ^^0 ^yyo -^0 ), 

^ ?/r = Jo ( ^'-^o -+- yyo H- ). 

\ ?/: = ■Sofa-a-Q-i-jKJo-t-'S^o)- 

On observera ensuite qu’en posant 

4' = ?/— (a^^o-^-rro-^ 
elles deviennent simplement 



et Ton en conclura que I’^quation pour determiner cp s’obtienc 
en egalant & z^ro I’invariant du polynome ■}. D’ailleurs cet in> 
riant, a savoir 

cpA— a7§ fB''—XQyo cpB' — a7o2o 
<pB"— ctoJK cpA' — cpB — yo-so ^ 

cpB' — XqZq <fB—yoZQ cpA" — 

sera susceptible de la transformation exprimee par I’equation s 
vante 

I^A— 072 cpB"_a7oyo cpB' — 


A B" B' 070 
B" A' B V. 
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a laquelle on jDarvieadra en cherchant I’invariant clu polynome a 
quatre incleterminees 

^ -H ( XX -1— yya “I— -s-zq + (0 uy^ , 


Les choses ainsi pr^parees, en posant 


A. B" B' 
B" A' B 
B' B A" 


= 0(A, A', A", B, B', B"), 


on donnera a I’^quation en cp la forme suivante 

e(cpA — arg, tpA'— tpA"— 'pB — JKo-^o. tpB'— a^o^o. '-pB" — a7o7o)= o. 

Or, dans ceUe Equation, les termes et cp- existeronL seuls, et, 
apres avoir d^velopp^, on en lirera 

-h Oa' 7^ -t- -h On.Ko^n-t- Ofi'-Sna^oH- ^{v'CPn.rn 
0(A, A', A", B, B', B") 


Cela pos(^, le numerateur de celLe expression sera ie polynome 
adjoint de/', et cp lui-meme donnera lieu an ih^oreme suivant : 

Supposons qu’en faisant la substitution 

X = aX 4-a'YH-a"Z, 

7 = pXH-P'Y-hP"Z, 

3 = yX + y'Y H- 7"Z, 

f se change en 

F = X X2 + X' Y2 -h X"Z5 H- 2 \ll, YZ + 2 Hi,' ZX -i- 9.Hi,"XY, 


<p restera invariable, si I’on y remplace les coefficients de f par 
ceiLX de F, et qu’ony mette en m^me temps, aii lieu de ^o? JKo; 
2 q, les fonctions lineaires 

aa?o+ P7o+ Y-^o, a'cPo-H P' 70 -+- y'^o, a"a?o-t- P"7 o 4- 
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el qae la forme explicite du polynome adjoint de 

A'_y2_(_ ‘i'Qyz -4- aB'za? •+• 2B":rjK 

est 

(A'A"- B2)a7g-+-(A"A- B'2)jKg-H(AA'— B"'2)z2 

4- 2 (B'B" — AB)y' 0 ' 2 o-t- a(B"B — A'B')5o^o-r- 2 (BB' — A"B")a?ojKo- 

Elies nous seront utiles dans les questions suivantes. 


III. — Applications k la geom6trie analytique. 

La recherche des axes principaux dans les courbes du second 
degrd depend de ce probleme. 

Etant propose le poLynome 

/= AX2-H2BXY-h CY2, 

determiner les coefficients de La substitution 

37 = a X -H a' Y, 
pX+j3'Y, 

et Les quantites £, e', de maniere qu’on ait identiquement 
(a) AX 2 -)- 2 BXY-i- GY 2 =e 372 +e'jK 2 

et 

(3) X2-i- Y2= 372-t-;K^ 

II s’agit, comine on voit, de trouver les valeurs de six quantitds 
inconnues, e et t' d’une part, et de I’autre les coefficients de la 
substitution; et pour cela on a, en efFet, six Equations qui rdsultent 
de Ihdentification des termes semblables dans les relations (a) 
et (3). Mais nous dviterons comme il suit la considdration de ce 
systeme compliqud d’dquations. 

Ddsignons par X une quantitd inddterminde ; on aura 



— A^, uuiiu, SI i uu leiiL Id sujjsuiuuon 1 ^ 1 ^, 1 invariant an 
poljnome transforme sera 


(e — X ) (e' — X) X 


a 




2 


Maintenant, si on I’^gale a celuidu premier membre, on arrivera 
a la relation 


A - X B 
B C— X 


= (£ — X)(e' — X)x 


a a' 2 

P P' 


Or, il en r^sulte immddiatement que les deux quantit^s s et e' 
sont les racines de I’dquation du second degrd en "k 


A — X B 
B C — X 


= (A-X)(C — X)— B2= 0. 


Une autre consequence a remarqiier, c’est que, le coefficient de 
dans le premier membre dtant I’unitd, on a 

a a' 2 

P P' "'■ 

Pour achever la solution, en regardant s et e’ comme connus, on 
fera successivement, dans Fdquation (4), X = e, X = e', et Ton en 
ddduira les valeurs de x- et de sorte que les fonctions lindaires 
aX+a'Y, [3X+(3'Y peuvent d6s lors ^tre regarddes comme 
compl^tement ddtermindes. 

Passons a la question analogue pour les surfaces du second 
ordre . 

Le probl6me est alors : 

Etant propose un polynome d trois ind6termia&es 
/= AX2-)- A'Y^h- A"Z 2+2BYZ-f-2B"ZX^-aB"XY, 

determiner les coe fficients de la substitution 


( 5 ) 


^ = aX-t-a'YH-a"Z, 
^ = PX + P'YH-P"Z, 
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et les quantiles e, e', e", de maniere qu’on ail idenliquement 

f = e'jk®+ e" 

X2-I- Y2-f- Z2 = ^2. 

Soit, comme precedemment, X une indeterminee, et ddduisons 
de ces deux relations la suivante 

(6) /^_X(X2+ Y2+Z2) = (£ — X)^2_^(e'__ X)r2 X)22. 

Nous commencerons encore par chercKer [’invariant du second 
membre. Observons, a cet effet, qu’en considerant x, jk, -z comme 
les indetermin^es ind^pendantes, [’invariant du poiynome 

(£ — X) 0 - 2 -)-(£' — X )y- -t- ( £" — 'k)z- 

est simplement 

(e_X)(£'-X)(£"-X); 

d’ou il resulte qu’en faisant la substitution (5), [’invariant du 
polynome transform^ sera 

a a' a" 2 

(e — X)(£'— X)(£"— X)x P [3' P" 

Y y' Y" 

Maintenant, si on [’egale a celui du premier membre, on arrivera 
a la relation 


A — X B" B' 

a 

a' 

a" 

B" A'— X B =(e_X)(£'— X)(£"— X) x 

P 



B' B A"— X 

Y 

y' 

Y" 


Ainsi, les quantiles e, e', e" sont les racines de I’^quation du 
troisifeme degr6 en X 

A — X B" B' 

B' A' — X B 
B' B A"— X 

_ (' A 


I \ A ' 




cjue le cane uu ueteniiinani 


T Y' Y" 

a pour valeur I’unit^, de sorte que I’invarianL du second membre 
de la i-elation (6) se r^duit a 

(e — X ) (£' — X) (e" — X ), 


11 nous reste a determiner les coefficients de la substitution ( 5 ), 
c’est a cjuoi nous parviendrons en egalant les polynomes adjoints 
des deux membres de la relation ( 6 ). Mais nous avons d’abord une 
observation importante a faire. De I’identite 

372 -I- 3^ = X2 + Y2 -t- Z2 


resultent les six relations suivantes 



/ 0(2 ^ = 1 , 

a! a!' ■+■ P' P"h- y'y“ = 

( 7 ) 

] a'2 -i- P'2 - 1 - y'2 = 1 , 

a" « I- P" P -h y" Y = 


1 a"2-4- P"2 -hy"2= I, 

aa' PP' -H yy' = 


Or il s’ensuit, qu’etant propose le systeme d’equations 


(8) 

on en tire 


a « -h p -H- Y w' = a7o, 
a! ii -h V (V =ya, 
a" Li -+- y" fv = ^ 0 , 

Ll — O. Xq H- 0 '^0' 

= Pa7o -I- P'7o-i- 
w = '(Xo-\-'('yu-+- Y'^o- 


Substituons, en elTet, ces valeurs dans les equations proposees, on 
les trouvera immediatement identiques, en vertu des relations ( 7 ). 
En nous bornant, par exemple^ 5. faire la substitution dans la 
premiere equation 

aa-l-pr + Y«’ = a7o, 


Xo{a^--+- P-4- JKo( PP'-)- 'So(a"a + P" P + Y"Y)5 


ce qui se reduilbien a x^. 

Cette remarque faite, passons a la recherche da poljnome 
adjoint du second memlire de la relation (6). Pour ceia nous 
aurons a effectuer la substitution suivante 

i a (e — X)a7 -+- fi (e'— X)jk -t- Y (e"— X)^ = Xq, 

— — =jKo, 

a"(e — X)a7 + p"(e' — 'k)y -h y"(e"— X)^ = z^, 

dnnt les premiers memhres sont les moiti^s des deriv^es du poly- 
nome (s — X)a?--f-(£' — X)y/-H-(e" — \)z- prises par rapport aux 
indeterminees independantes X, Y, Z. Et, comme nous avons re- 
marqu^ que I’invariant de ce poljnome est (e — — ^0) 

en nommant <p le rdsultat de la substitution prdcddente, le polj- 
nome adjoint sera, d’apres la definition m erne, dgal a 

<p X(e — X)(e' — X)(e" — X). 

Or, en reprdsentant pour un instant par v, w les quaiitites 
(e — {^' — — ^)2, les equations (9) coincideront avec 

les equations (8), ainsi, d’apres la resolution qui a dte effecluee de 
ces dernieres, nous trouverons 

M=(e — \) X — aXfj a'jTo oc’^o, 

= (t' — X)j' = |3a7o-i- P’jKo -t- 
= (e"-- X) z = yxo -hy'yo-j- Y'^o- 

II en resulte pour la transformee en jjo? ^0 du poljnome 
(e — X).cr2-)-(e'— X)j'-H-(e" — X)z2, 

1 ’expression 

J = g ^ " J ( « a 7 o 4- a' Jo + g"-go 

pXZ'x ^ j Cy^o-I- Y .X'®"'" Y '^®)’i 


ecrire simpieinent 



d’ou suit, pour le polynome adjoint du second membre de I’equa- 
tion (6), I’expression 

cp X (£ — ^0 (^' — — 'k)= (e' — A )(e" — X )a72 

+ (e" — X)(e — X)y 2 _(_(e — X)(e' — X)^^. 

Cela posd, faisons successivement 

X = e, 

X = e', 

X = e", 

dans le polynome adjoint du premier membre de I’^quation (6), 
savoir f — X(X- q- Y- + Z-), on trouvera qii’il se rdduit : 

Dans le premier cas a (e' — e) (e" — 

Dans le deuxieine cas ^ (e" — 

Dans le troisieme cas a (s — — s")s-, 

de sorte que les carrels des trois fonctions lin(^aires qui nous 
restaient ^ determiner etanl conniis par les seules quantites e, e', 
e", ces fonctions elles-memes et les coeflicients de la substitu- 
tion (5) sont completement determines. 

L’analyse que nous venous d’employer s’etend d’elle-meme au 
cas d’un polynome a un noml)re quelconque d’indeterminees, et 
nous pensons n’avoir besoin de rien ajouter pour que les eleves 
puissent faire eux-memes cette generalisation. Mais il nous reste 
a demontrer que toutes les quantites dont nous avons donne la 
determination ont des valeurs toujours redles. 

Rien n’est plus facile pour le cas des polynomes ^ deux indeier- 
minees 

/= AX^H-iiBXY + GY2. 

En effet, nous avons trouve sous la forme suivante I’equation 
en X, savoir * 

(A — X)(C-X)— B2=o; 



CO, A, C, CO, 

il pi'endra les signes 

+? — 1 — j 

L’dquation proposee a done deux racines reelles : I’une plus 
grande que A, I’autre plus petite que C, et nous pourrons supposer 
que la premiere soit e et la seconde s'. Cela pose, les valeurs 
obtenues pour les carres x'^ et y- donnent, en j faisant, par 
exemple, Y = o, les Equations suivantes 



et, d’apres ce que nous venous de dire, on reconnait qu’elles sont 
positives; done a et ^ sont rdels, et il en serait de meme pour a' 
et (S'. 

Abordons maintenant la meme question dans le eas plus diffieile 
des poljnomes a trois variables. 

Afin d’indiquer eompletement tout ce qu’il est ndeessaire de 
connaitre pour dtendre au eas gdndral la mdthode que nous allons 
suivre, nous d^montrerons d’aborcl ce lemme, qui est important en 
lui-meme : 

Lorsque V invariant d\in polynome homogdne du second 
degre se reduit d zero, le polynome adjoint est an car re par- 
fait. 

Consid^rons, par exemple, les polynomes a trois variables 
f = AX2 + A' Y2 -h A"Z2-t- -2 B YZ 2 B'ZX H- ‘2 B"XY, 

el prenons, mais sans supposer les coefficients reels, la substitution 
que nous avons prdeedemment determinde : 

X = a X -l- a' Y -4- a" Z, 

^ = pX-hP'Y + p"Z, 
z = 7X-i-7'Y + f Z, 

de telle sorte qu’on ait 

/ = Ear* e' H- 



done, supposant 1 = 0 et d^signant par F le polynoine adjoint 
de /, on voit que la substitution ci-dessus donnera en m^me temps 

f E -+- e" , 

F = e'e".-r2 -f- ee' z^. 


Cela pose, si I’invariant de ./ est mil, I’^quation qui a pour 
racines e, e', e", savoir 


A — X B" B' 

B" A'— X B 
B' B A"— X 


sera voirifi^e pour \ = o, de sorle que Tune de ses racines s’^va- 
noLiira. Or on voit qu’alors des trois carres dont se compose F un 
seul subsisLera, ce qui d^montre la proposition annonc^e. 
Observons que dans le cas du polynoine a deux variables 

/ = Aa 72 _|_ 2Bxy Cy*, 

cette proposition serait dvidente, car le polynome adjoint etant 
alors Ay- — est un carrd parfait en mdme temps 
que /, lorsque I’invariant AC — B- est mil. Ce seul cas nous suflira 
mdme pour ce qui va suivre, comme on va voir. 

Mettons I’dquation en "k, en employant la valeur ddveloppde du 
ddterminant sous cette forme 

( (A"-X)[(A-X)(A'-X)-B"^] 

I — [(A — X)B2— 2 B"BB'-h(A'— X)B' 2] = o, 

et considdrons Tdejuation du second degre 
(ii) (A — X)(A'— X)- B"2= o. 

On a dtabli tout a I’heure la rdalitd de ses racines, el Ton a 
demontrd qu’en supposant, par exemple, A >► A.' I’une d’elles ti 
dtait plus grande que A, et I’autre Vplus petite que A^ Cela posd, 
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substituons dans le premier membre de Tequation les valeurs 

x=-hoo, T), r/, —CO, 

les signes correspondants aux valeurs extremes seront — 00 et+00, 
et nous allons prouver que pour X = y) il est positif, et pour )v = r/, 
negatif. Dans ces deux cas, en efFet, la premiere partie de I’equa- 
tion (10) s’evanouit, et la seconde, en j consid^rant, po\ar un 
instant, B et B' comme deux ind^termin^es, represente un poly- 
nome a deux variables, dont I’invariant ^gal a ( A — ^)(A' — X) — B"- 
s’evanouit par hypo these. Quels que soient done B et B', ce polj- 
nome sera du signe de son premier terme; mais nous savons que 
I’on a 

A — 7) < o, A — •ri'> o; 

les r^sultats des substitutions ont done les signes que nous avons 
annonc^s. II s’ensuit que I’^quation enX a ses trois racines r^elles; 
la plus grande, e, superieure ^ la moyenne, s', comprise entre 
et la plus petite, e'\ moindre que 'r{ . Et en m^me temps on 
obtient cette consequence que les racines de I’equation (i i) etanl 
comprises, I’une entre e et e', I’autre entre e et s", le polynome 

(A — X)(A'- X)— 

possede exactement la propridte caracteHstique de la fonction 
deriv^e du premier membre de I’equation (9). On remarquera 
aussi qu’il suit du mode de determination precedemment obtenu 
pour les coefficients a, [ 3 , y, . . ., qu’on a ces valeurs 

e)(e"— e) ’ 

(A-£'KA-£')-B'^2 

P (e -£')(£"-£') ’ 

(A-e”)(A'-£")-B^ii 
( (e -£")(£'- e") 

Or, d’apres ce qu’on vient de dire, et en ayant egard I’ordre 
de grandeur des quantites e, e', e", on reconnait immediatement 
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y— £(X-+ Y-+ Z-), on trouverapour a'a" et a'^a des expressions 
reelles ; done, etc.; et Ton raisonnerait de meme par rapport aux 
quantiles et 

Nous terminerons ce sujet en faisant remarquer que la methode 
suivie pour etablir la realite des racines de I’equation du troisieme 
degre en X a ddja dte donnee par M. Cauchy, mais sous une forme 
un peu difTerente, dans le troisieme Volume des Exercices mathe- 
matiques. Nous ferons voir aussi, en pen de mots, qu’elle s’dtend 
imm^diatement aux Equations g^nerules relatives a des polynomes 
homogenes du second degrd a un nombre quelconque de variables, 
Equations qui s’oflTrent dans la ddtermination des indgalites s^cu- 
laires des elements du mouvement elliptique des planetes. 

Consid^rons a cet efl'et rec[uation en \ de degre n + i , dont le 
premier membre serait le determinant 




<*1,1 — ^ 

<*1,2 

• • <* l , f £ 

<*1,7H-I 

«2,1 

<*2,2 — ^ 


<*2,'£H-1 

a«,i 

^ /J , 2 • ' 

• • <*/!,« ^ 

<*/£,/i-+-l 


<*«+!, 2 

• • <*«H-1 ,rt 

l , rtH" ! ~ ^ 


les quantites aij ydrifiant pour toutes les valeurs des indices la 
condition aij=aj^i. Nous supposerons qu’on ait demontre la 
realite des racines de Tequation analogue, mais de degre n, dont 
le premier membre serait le determinant 


A« = 


(X\ ^1 — X 


« 1,2 

<*2,2 — ^ 


«!,/£ 

<*2,/t 






X 


et nous nommerons ces racines, rangees par ordre croissant de 
grandeur, 

*1 1 1 *)2j "'13) • • • 1 


Nous supposerons aussi qu’on ait demontre que le determinant 
deduit du precedent, en supprimant la derniere colonne verticale 



prise par rapport a A, c esi-a-aire que, si i on j lait les subslitu- 
lions 

^ ~ 0 ) ) '"(2) I) 3- • • • ) 

les sigiies des resultats seront respectivement 

+, — , — (— i)", 

et ne presenieront que des variations. Cela pose, nous decoinpose- 
rons en deux parties comme il suit : 



<z,,l — X 

a, ,2 

. . 1 , « 

0 


<^ 2,1 

Ci 2 , 2 — 

• • ^2,n 

0 

^n-hl — 






^n,l 


• ’ ^n,n — X 

0 


0 

0 

0 

,/t-M X 


<^1,1 — X 

^],2 

• • ^i,n 

(^n,n+\ 


^2.1 

^2,2 • 

• • *^2,n 

^2, 1-1-1 

-f" 

... 







an , 2 

• • f^ii,n — X 




<^/M-1,2 


0 

La premiere 

sera evidemment le 

produit de 

— X par le 


determinant A;,, et la seconde, en y consid^rant pour un instant 
ct\,n+\i •••) comme n inddtermindes, sera au signe 

pres le polynome adjoint du polynome suivant : 

[(<^ 1 , 1 “ Ct[^<> X2 + . . . + Ct\^n '^n 1 

+ X 2 [<2!2,1 Xi-i-(a2,2 — ^ )X2 H- . . . X,J J 

-t- 

1- X„ Xi -+■ a«^2 X2 -I-. . . -4- ( — X ) X„.], 

dontl’invariant est pr^cis^ment A,^. Or, en substituant au lieu de X, 
dans A„^, , la s^rie des racines •/], de r(^quation A/,=:o, cet inva- 
riant s’^vanouira, et alors le polynome adjoint, se reduisant a un 
carrd parfait, sera toujours du meme signe, quelles que soient les 
valeurs des quanlitds a^^n+\, ci/i,n+\- Maintenant il esl 

ais^ de voir que le coefficient de sera le determinant A„_i, 

affecte du signe — . Done pour les valeurs 


ICS SJgiics cui rcspuuuciiiis uc sciuijll ccua ac — C esi- 

a-dire, d’apres ce qu’oii adinet, 

— , +. (— I)"- 

Joignons eafm a ces substilulioiis les suivantes : ). = — oo et 
= + oc ; en ohservant qiie le preiniei' Lenne de est ( — , 
on Lrouvera fiaalenieut que les signes de ceLte fonolionpour 

X = — CO, 7,1, r,,, 7)3, 7)„, -1-00 


seront 

H-. — , -t-, — , (— t)"i (— 

De la resuUe que, sous les hypotheses admises, I’^quation 
A^^^, = o a Louies ses raciiies reelles. El de plus on volt par les 
limites enlre lesquelles sont comprises ces racines que jouirait, 
par rapport a cetle equallon, de la m^me propri^td que la fonction 
d^riv^e du premier memhre, Des lors, les propri^tds que nous 
N’oulions etahlir dans toute leur g(5neralit(^ ddcoulent imm6diate- 
menl de ce qu’elles onl dcinonlrdes dans le cas parliculier que 
nous avons eu en vue pour la recherche des axes priiicipaux des 
surfaces du second ordre. 


IV. — Theor^me g^ndral sur la reduction des polynomes homo- 
genes du second degr6 par des substitutions A coefficients reels, 
jL des sommes de carres. 

Ce theoreme s’^nonce ainsi : 

De quelqiie maiii^re qu’on transforme an polynoine da se- 
cond degre dt coefficients reels en ane sotnme de carrds de 
fonctions liniaires reelles, ces carrds etant affectes de coeffi- 
cients numeriqaes Sgalement reels, le nombre de ces coefficients 
qai aaront an signe donne sera toajoars le mime. 

Ainsi, par exemple, (^tant propos(^ le polynoine 


*0 ^0 H~ Po Xi -t- . . . Xfl Xrt; 

*1 Xq -4- P) X] -f- . . . -|- Xi X„, 

7 

Xq -4- [3n Xl + . . . -4- X/iX,;, 

le transformer eii un autre polynome tel que 

(3) _Xg-X?-...-X| + X|+. + X|+2H---. + X2, 

k etant different de i. C’est ce cas parliculier auqael se ramene 
imm^diatement le theoreme general que nous aliens ^tablir. 

Et d’abord on pent supposer k >> «, car, s’il en etait autrement, 
on resoudrait les equations (2) par rapport aux inddterminees X, 
el I’on raisonnerait sur cette nouvelle substitution a coefficients 
rdels comme ceux de la propos^e. Cette rdsolution d’ailleurs n’est 
jamais impossible, car, en noramant pour un instant 8 le determi- 
nant relatif aux Equations (2), on salt que I’invariant du poly- 
nome (1), a savoir ( — 1)'+', sera le produit de I’invariant du poly- 
nome (2) dont la valeur est ( — multiplid par le carrd de 8 ; 

et cette relation montre que 8 n’est jamais nul. 

Cela pos^, parmi les diverses Equations auxquelles les coefficients 
de la substitution (2) doivent satisfaire, on voit s’oflfrir en premier 
lieu celle-ci : 

®o — *1 — • • • — -f- a|_|_2 -4- = — I , 

qui ne pourrait ^videmment ^tre v^rifi^e cjue par des valeurs ima- 
ginaires des quantiles a, si Ton avail 

ao=o, a.i — 0 , aj = o. 

Or on va voir comment, en admettant la substitution (2), il est 
possible d’en d^duire une nouvelle, qui, changeant le polynome (i) 
en le polynome ( 3 ), ait ses coefficients r^els, et de plus prdsente 
ce caractere que I’iudetermin^e Xq ait disparu dans les expressions 
de ^0, .r,, ..., Comme on suppose k^i, k — i sera au 

moins egal a i, et, les conditions pr^c^demment ^nonc^es se trou- 
vant r^alisdes, notre tb^or^me se trouve par 1 ^ m^me demontrd. 

A cet effet, nous commencerons par remarquer cju’on peuL, 


O) 


CCo 

a;, 
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sans changer le polynome ( 3 ), y remplacer Xq et X, par 
XoCoscp + X| siniy, Xosiiicp — X| cosa, el inlroduire par la un 
angle arbitraire co dans les formules (2), qui deviendroiit 
= (tto costp -+- Po sincp)Xo-l-(ao sintp — jSo cos(p)Xi 
a?! =(cci cos«p 4-^1 sintf )Xo-l-(ai sines — Pi coscp)Xi -h. . . , 


Malnlenant, et quels que soient les coefficients a, p>, . . on pourra 
disposer de cel angle de mani^re a avoir 

au costp Po sintp = 0, 

et Ton sera amend ^ une nouvelle subsLitiitlon dgalement rdelle ou 
Findeterminee Xq aura ddja disparu dans la valeur de Xf^. Cela 
fait, partons de cetle nouvelle substiLution pour y inlroduire 
de nouveau iin angle arbitraire, en remplagant X| et Xo par 
Xi cosep 4 - X2 sincp, X| sin^ — Xa cosep, ce qui se fera encore sans 
changer le polynome ( 3 ). On voit, en raisonnanl comme lout a 
I’heure, cju’on pourra annuler le coefficient de X) , dans 1 ’ expression 
de Xq. Or des calculs analogues pourronl dire continuds jusqu’a ce 
qu’on soil amende remplacer Xyv_i el X/f par X/,_| cosep -|- X a sincp, 
Xa-_i siiicp — XACOsep, et en derniere analyse on volt que de la 
substitution (2) on aura ddduit par des opdrations toujours 
possibles une substitution rdelle dans laquelle X^, X,, Xa_( 
auront disparu de Fexpression de I’inddtermiiide Ce premier 
point dtabli, nous concevons qu’on rdpete, en raisonnant sur la 
valeur de Finddterminde suivante .^i, des opdrations toutes sem- 
blables, mais en se bornanta faire disparailre de proebe enproche, 
dans Fexpression de cette inddterminde, les coefficients de Xq, 
X, , . . X;f_2. On n’aura ainsi besoin d’introduire dans les substi- 
tutions successives que les inddterininees X^, Xi, X/f_i, de 
sorte que, ces calculs fails, on ne veiTa reparattre dans la valeur 
de Xo aucune des inddtermindes qui enontddjadtd dlimindes. Cela 
posd, il est clair qu’en raisonnant d’une manidre analogue succes- 
sivement sur Xo, X3, on sera en dernier lieu conduit a faire 


soient cles quantiles reelles. 

Passons mainteuanl au theoreme quc nous voulions etablir. 
Supposons qu’un polynome Iiomogene quelconque du second 
degre a /z + i ind(^Lerinindes, •••, W/,), soil transform^ 

d’une premiere manicre en unc somrne de carrds affectes de coeffi- 
cients numeriques, par la substitution I’eelle 

I Uq = ao Xo-+- ^0 . . -l- 

iL\ = <X\ ir 0 -1- b\ X\ -+- . . . -f- Xr I x n. 

Ua — bnXx-^. . k,i x,i , 

de sorte qu’on ait 

/(Mo, “ 1 , • • •, «/;)= Eo^o-i- -+-■ • --^^n^Tr 

Si I’on donne une seconde substilution egalcinent reelle 

iZu = Au Xfl -f- By X] -t- . . . -H Kj X„, 

U\ ~ k.] Xu -l-Bi Xi-+-...-H- K| X/j, 



u,i = A,iXo -t- B,j Xi -4- K/i X;j, 

de laquelle resulte la transformation analogue 

/{uo, 111’ . • • I ll/i ) = "Ou ^0 bl “t“ • • • 

il s’agil de prouver que le nombre des quantiles e, qui auront uii 
signe donnd, sera egal au nombre de quantiles v], qui auront aussi 
le meme signe, 

A cet effet, et pour fixer les idees, supposons ndgatives les quan- 
tiles £05 •••5 £/j et positives les suivantes •••, S//- Sup- 

posons aussi que t),,, yi,,-..., ’r\/f soient negatifs, tandis que 
^/r+ 2 j • • -5 serontpositifs. On aura d’abord, en egalant enlre elles 
les deux expressions du polynome propose /(M u, Mi, . . 

-f- EiirJ , .-4- e, I aril = Y,oXg -4- 7)i Xf -t- XJ;, 

les variables etant liees par ces relations, 

Ctfj Xf)-\- bfj X\ - 4 - . . . -t- /fu Xji = Aq Xo -H Bu Xj - 4 - . . . -4- Kg X,J, 
ci\ XQ-h b\ Xi-{- . . .-i- /fi x,i= Ai Xo - 4 - Bj Xj -h . . . -h Ki X,^, 



JLTJ.ai Ai UW JLXtAl Jl V 

de Tautre, par 




V^ — ^0 v/' — ■ ^1 \/ — s/^i-+\ \/s£-t-2 

Remplagons de meme Xo, X, , ..., Xa- par -7===? — — — 

. /— ■>Qo V — f]i 


^ "v/ -^/.•-f-l -^/i*-H2 

et Aa+1 , Aa+o, . . ., A,i par -— => —j=ii ••■> 


amene a la relation 


/■'lA-t-l v/' 0 /..' 4-2 


/— •»)A- 

> on se trouvera 


Xn — Xi . 


— Y •' X 2 

— A ,) A j 


1 + ^^2 H- . . . H- 

xiH-xLi + xU2 + ... + XL 


les variables a; dependant des variables X, par les relations a coef- 
ficients reels 


a-Q 

a?o -i- 

bo 


A. 

sj — £0 




_ A.0 

X„ -4- 

Bo 

Xi + .. 

,.-4- -A: 
s/-nn 

/— ^0 

Aq ^ 

/— •ni 

«! 

<y' . — t— 

b\ 

Xi 

..-4- -A. 

sj — £0 

— t- 

\/—Zx 

\/^n 

Ai 

■ Xo -4- 

B, 

X, 

..-4- A 

1 



/•O') 


X«, 


'J— £( 

A„ 


rXn 


Ihi kn 

■ Xi -H . . . -I 7= .T/i 

\/ — £| V ^£1 


B. 


. X 1 -+-... H 73= X/i. 

V ■')« 


/—•no y/— "ni 

Or, en resolvant ces Equations par rapport anx inddlerraindes x, 
on sera conduit a une substitution rdelle, telle que 

^0 = <*0 Xo -t- j3o X] -I- ...-+- X.0 X/i, 

a?! = 0(4 Xo -1- Pi Xi -t- . . . -i- Xi X;x, 


^/i= ®n.Xo-(- PttXi-l-. . 

et rimpossibilit^ d’une telle substitution a dtd d^montr^e pr6c(^- 
demment. Ajoutons encore que la r( 5 solution d’6quations dont il 
vient d’etre question n’est sujette k aucun cas d’iinpossibilit^ ni 
d’indt^termination. si rinvariant du nolvnome nropose 
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est diffi^rent de zero, et si aucuiie des quantiles e n’est nulle. 
Nommant, en efTel, d cet invariant, et S le determinant relatif aux 
equations (4), on aura, comme consequence de Veqnation 

/( lio, Uu • • • ) ihi) = -H £,a7f . .H- 


la relation 


Ao2 = eoEi . . 


d’ou i] rdsulte Lien que 8 ne peul etre suppose nul. 

La proposition que nous venons de ddmontrer montre comment 
la distinction en diverses especes qui a dte faite de poljnomes a trois 
indeterminees, au point de vue geometrique de la distinction des 
diverses surfaces du second ordi'c qui sont donees de centre, pent 
s’etendre a des polynomes a un nombre quelconque d’inddter- 
minees. Chaque espece de ces polynomes se ti'ouvera definie par le 
nombre des carres qui se prdsenterontadeclds de coefficients positifs 
oil negalifs, lorsqu’on fera dvanouir les rectangles par une substi- 
tution reelle. Et la propri^td essentielle de cette classification con- 
sistera en ce que tons les polynomes qu’on pent dddiiire les uns 
des autres par des transformations lindaires a coefficients r6els, 
offriront'^tous le meme caractere specifique. Mais ces considerations 
vont recevoir une nouvelle et importante application duns la 
question suivante. 


V. — Sur la determination du nombre des racines rdelles des 
Equations numeriques qui sont comprises entre des limites 
donnees. 

Nous considererons une equation a coefficients reels quel- 
conques de degrd n, F(Q=o, dontles racines, supposees inegales, 
seront ddsignees par a, b, c, k. Cela posd, soient i une indcter- 
min^e reelle, et/le polynome homog^ne suivant : 

f= — ... 1— - (x -t- ay H- -H. . .-I- p)- 



TtlEORIE DES POLYNOMES HOMOGENES, 
nous etabJiroiis d’al3ord cetLe proposition : 

En reduisnnt f ct ane somme de carves par une s 
reelle {oa si Von -UGat en. cherchant I’espece a. laqw 
dent ce polynomG ) , le nonibre des carves ajfectes de 
positifs sera eg-ciL ctu. nomhre des couples de racines it 
de V equation p?'o/oosee, augmente du nonibre des vac 
quisont plus gj'a/2-des que t. 

Soil, pour abx’cg-er, 

cp(j;)= a? -H CjK -t- 

on pourra ^crire /' de cette manid'e, 

_ Cp2(-a) tp2(6) ^ ,<?-(/<•) 

^ — a—t~^ b - t 

el ilest bon tout d’abord de remarquer que la presence 
imaginaires dans -I’dqualjon proposee n’einpecliera pa 
cients de ce poljnome d’etre r(iels. Effectivement ces ra( 
etre conjug uees deux a deux, si I’on a a = a j 

racine, b par exemple, aura pour expression b = a — 

, (p-(a} <p^(h) 

les termes 4 7 > ou entrent ces racines, seron 

a — to — t ^ 

des quanlitds imag'inaires conjuginies de la forme A- 

A — By/ — I , dont la somme sera reelle. 

Cela posd, il nous est ndcessaire d’^tablir qu’en faiss 

ac H- ay z «"-* p = X , 

cc -h by -h 62 ^ p = Y, 

• • • • 

cc -4- ky -+- /c® ^ -h p = V, 

on en tirera, sans impossibility ni indyterinination, le 
a;, jK, 5, . . expriiYiees linyairement en X, Z, .... 
ElFectivement ces Equations peuvent s’^crire ainsi 



Lv'r, en egaiauL uans les ueus. meuijjres les cueinciems ues iiieiues 
puissances de C, on obtiendrales expressions lineaires de^,jK, 
en X, Y, Z, ..., sans autres d^nominateurs que les quantiles F'(a), 
F'(6), F'(/f), dont aucune ne s’evanouit, puisque par hypo- 

these I’^quation proposee n’a pas de racines 4gales. 

Ce point ^taLli, considerons en premier lieu le cas ou les racines 
< 2 , 6, c, . . seraienL toutes reelles. On pourra alors employer la 
substitution (i) pour reconnaitre I’esp^ce a laquelle appartient le 
polynome /, car, exprime en X, Y, Z, . . il devient 


X2- 


b — t 


Y2. 


Z*. 



V2, 


et I’on voit que le nombre des carr^s affect^s de coefficients positifs 
est pr(icisement 6gal an nombre des racines qui sont plus grandes 
que t. La proposition annoncee se trouve ainsi immddiatement 
d^montree dans ce premier cas. 

Supposons, en second lieu, la presence d’un on de plusieurs 
couples de racines Imaginaires, et soient, pour fixer les id6es, 
a=a4-ji^ — I, b = OL — — i. Alors la substitution (i) n’est 

plus a coefficients r^els, mais nous observons qu’elle le deviendra 
en mettant, au lieu de X et Y, X + Yy/ — i et X — Y — i . 
Effectivement, au lieu des Equations ^ (a) = X, cp(6) = Y, on aura 
les suivantes : 

?(«)='?(“-+- P/^)= X-t- Y/— I, 
cp(6)= (p(a — p/— i)= X — Y/— I, 

et I’on voit bien que les nouvelles inddtermindes X et Y seronL 
la partie r^elle et le coefficient de \/ — i dans I’expression 
cp(aH-[i\/ — i). Semblablement, s’il se prdsente un autre couple 
de racines imaginaires conjugu^es c et d, au lieu de poser cp(c)= Z, 
on 6crira 

(p(c;=Z + U\/ — I, <p(<i) = Z — Uy/ — I. 

Cela pos6, effectuons, dans le polynome /, la substitution (i), 
modifi^e comme on vient de I’expliquer par rapport aux racines 


cas, aiitant de carres affectds de coefflcieals positifs, qu’il y aura 
de racines moindres que /; ainsi nous n’avons plus a considerer 
que les termes correspondants aux racines imaginaires conju- 
gu6es. Soient a et b deux racines de celte espece; les termes 

cp-(u!) -f- ^ cp- ( ^) deviendront, en ellectuant la substitu- 
tion, 

^(x^YvCrr)’+^(x-Y/— )’. 

expression susceptible d’une reduction remarquable. 

Soil en elFet — — = o(coso-l-v/ — i sines), t dtant reel; t— — 

sera la quantity coiijuguee, a savoir ^ ^ = p (cos cp — \/ — i sincp), 
et notre expression deviendra 

p j^(^cos I sin^^(X-f-Y/ — i) 

+ p|^(cos| — /"sin|^(X~Y/I^) 

ou bien 

Ip (x cos ^ — Y sin ~ j — ‘Ap (^X sin ^ Y cos • 

Nous sommes done amends a cette conclusion, que la presence 
d’un couple de racines imaginaires conjugudes dans le polynome /’ 
donne lieu a deux carres dont I’uii est alTectd d’un coefficient 
positif, et I’aulre d’un coefficient ndgalif, quel que soit t. Et en 
gdndral, si I’dqualion proposde coiilient p. couples de racines ima- 
ginaires, les termes du polynome / qui contiennent ces racines 
donneront lieu a p, carrds afiecLds de coefficients positifs et a 
p, carrds affeetds de coefficients ndgatifs. Le nombre total des 
carrds affeetds de coefficients positifs qui s’offriront pour caraetd- 
riser I’espece a laquelle appartient le polynome sera done, comme 
nous I’avons annoned, le nombre de couples des racines imagi- 
naires augmentd du nombre des racines rdelles de I’dquation pru- 
posde qui sont plus grandes que t. 

Ddsignons par (t) ce nombre total des carrds affeetds de coeffi- 
cients nositifs, et reordsentons oar tn et L deux valeurs distinctes 



sont comprises entre les limites /„ el i,. Mainlenant il ne nous 
reste plus que quelques mots a ajouLcr pour montrer que le poly- 
nomc / pent s’evaluer au moyen cles coeflicients de I’ecjuation 
F(^) = 0 . Observons, a cet effet, que tons les coefficients de f sont 
de la forme 

c' 

_] -i 

t — a t — b I — c t — k 


Or, en d^composant en fractions simples 


F(0 


on prouvera 


F' ( O 
P{t) 


n ( ^ ) -t- 


ai 


t — a 



ki 

t~k' 


n(^) d^signant la partie enti^re. Si done on divise par 

F(i), et qu’on d^signe par R le reste de la division, on aura pr(5ci- 
s4ment 

R a‘ h‘ k‘ 

F (_ it j t a I — b t ~ k 


La quanliti! d^sign^e par [t) se Irouvera done en reduisant a 
une somme de carr^s un polynome du second degr^ entieremenl 
connu; mais cette determination des coefficients peut 6tre dvitcie 
par I’analyse suivanle qui se fonde sur la proposition d(5ja ddmon- 
tr6e, que tons les polynomes d^duits de /, par des substitutions 
reelles, appartiennent a la meme espece, e’esL-a-dire qu’en les 
reduisant d’une maniere quelconque a une somme de carrds, on 
arrivera toujoiu's au mejne nombre de carres alfectds de coefficients 
positifs ou n^gatifs. 

Soit 

F ( ^) = -f- ' -i- p,i — o, 


l’6qualion propos^e, Posons 
cp(C)= 

<!>( 0 = X + -H C' Z -*-••• -F V, 

nous ferons en premier lieu la substitution propre ^ rendre iden- 
tique, par rapport I’ind^terminde I’^quation 


'P(Cj = (C-0'*>(C)- VF(0. 



THEORIE DES POLYNOMES HOMOGENES. 


473 

puissances de on detenninerait efrectivement les Yaleurs de 
r, 3, en X, Y, Z, — Mais il suffit de remai-quer qu’en mettanL 
a la place de ^ les racines «, 6, .... k. on en tire les relations 

^{a)={a — t)<^{a), 

<o{k)=z{k— 


11 s’ensuil que le polynome /, que, pour abreger, nous ^crirons 
ainsi : 


/=2 




se change [)ar cette substitution dans le suivant 


le signe ^ indiquant la somme de tous les termes relatifs aux 
diverses racines a, Z?, . . ., k. 

Cette transformation obtenue, nous en ferons une seconde, en 
remplaqant X, Y, Z, . . V, par des inddterminees qu’il convient 
de representer ainsi : --m et cela en posant 

C/i-l + P\ - Pn-\ ^Oj 

Cm— 2"+" P\ C/t— 2 C 01 

Cm- 3 -I- /^1 C«-4“t-/^2C«-3“*~- • • Pn-i Coi 



Cl -t- ) Co? 

Co. 



On arrive alors a cette consequence, que les fonctions lineaires 
$(a), ‘h(6), . . ., <!)(/:), peuventetre representees paries quotients 


•••• p ^ -j 7 si, la division faite, on remplace dans 


chacun d’eux une puissance cjuelconque de 1^, telle cpie 1^', par 
I’inrlpfprmini^p Nnininn n I dnnr. imp isRpnuflp ffuantite aunloiruR 





pourvLi que, les divisions efFectu^es, et apres avoir orclonne par 
rapport a on derive d’abord au lieu de sans toucher 
d’ailleurs a I’ind^terminde puis, cette operation faite, qu’on 
remplace semblablement par apr^s avoir ordonne par rap- 
port a 

Ceci bien compris, rien ne sera plus facile que de saisir les 
transformations successivement indiquees dans les dc[uations sui- 
vantes : 




F(0 F(C) 

^ — a — a 


= F(C)F(C) 

= F(OF(^') 
_ F(0F(C) 



(^ — a)(C— 



La derniere nous conduit k employer les relations bien connues 


2 


t-Z 



=«-c )2 


r 

I 

C'— a 


= it-Q 


F’(K) 

F(C}’ 


= (i-C 


F'(C) 

F(C')' 


de sorte que le resultat de la substitution (A.) dans le polynome 
se trouve reprdsentd par cette expression trds simple, et de 
laquelle ont disparu les racines a, 6, . . ., /f, savoir 

(^-OF'(OF(C)-(^-OF'(C')F(o 

C-C 

Quelques applications suffiront au lecteur pour se rendre faini- 
liere cette mdtamorpbose curieuse d’une fonction entiere de deux 
variables et en un polynome homogfene du second degre, et 
I’onverra sans peine un algoritlime pratique, qui permet d’elfec- 
tuer rapidement cette transmutation de la premiere expression 


expressions 


(^„-!;)F'(oF(C)-(^„-C)F'(C)F(o 

K-Z' 

(<i-OF'(OF(C0-(fi-r)F7^')F(O 

dont ies coefficients soul purement numeriques, et non pas sur 
I’expression g^n^rale, contenant I’indeterminee t. A la v^rit^, on 
trouverait de cette inaniere (apres avoir fait disparaitre les rec- 
tangles des variables) les coefficients des carrds exprimes par dcs 
fonctlons de dans lesquelles on pourrait siibstituer a posteriori 
les valeurs et ; mais I’op^ration serai t beaucoup plus embar- 
rass^e et plus longue. 

Supposons, par exemple, qu’on veiiille savoir combien de ra- 
cines de I’^quation 

^3 — 3j;-t-i = o 


sont comprises entre z^ro et I’unit^. On trouvera d’aborcl (sup- 
pression faite du facteur positif 3 ) que I’expressioii 

c-c' 

donne le poljnome cpiadratique i trois inddtermin^es 

i(_3Co— 2U-q-i-2CoC.-i-2^?oC2)-(-q-C?-aCoC2-H4Ci?2. 

Ce poljnome pour ^ = o se r^duit a 

et, si Ton y fait t = i, il devient 

~2q-3^?-a-(-2Ci^o-t-4?iC2 = -{C2-aCi)*-l-(Ci-^o?-3a. 

Dans le premier cas on obtient deux carrds affectes de coeffi- 
cients positifs, et aucun dans le second; ainsi : (o)= 2, (i)= 1; 
de sorte que le norabre des racines de Pdquation proposde qui sont 
comprises entre zdro et I’unit^, est dgal i, difference des quan- 
tiles ('0') et O'). Observez enfmoue, oourune valeur de i inflniment 
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grande et positive, ^ se rdcluit an polynome 
qa’on decompose aisement comme il suit : 

Done, comme on n’oLtient aucun carrd afFecte de coefficient po- 
sitif, le nombre des racines de I’dquation proposde qui sont supe- 
rieures a I’infini, augment^ de la moiti(^ du nombre des racines 
imaginaires, c’esl-a-dire dvidemment le nombre des couples de ces 
dernieres racines, se rdduit a zdro. Ainsi I’iiquation proposde a 
toules ses racines reelles. 

Nous ne nous etendrons pas davantage sur les considdrations 
prdeedentes, qui onl fait voir toute I’importance de cette operation 
algdbrique si simple et si dldmentaire, qui consiste a mettre un. 
polynome homogene du second degrd sous la forme d’une somme 
de carrds. Mais, ainsi que nous I’avons promis en commen^ant, 
nous reviendrons, pour la compldter, sur le mode particulier de 
decomposition qui a dte donnd au paragraphe I. 

Considerons, par exemple, un polynome a quatre variables 
f{x,y, z, c); la metliode dont nous parlons conduit a un rdsultat 
de cette forme, 

z {x ay y b z -h 
H- e' (y -H a' z -k- b' v )^, 

-f- e"(^ + a"^)^ 
e"'c-, 

et, comme il importe surtout de connaitre les facteurs e, e^, e'^, e"^, 
dont les signes ddterminent I’espece du polynome, nous allons 
donner le moyen de les calculer directement. 

A cet effet, nous observons que I’invariant du second membre 
sera, d’apres les tlieordmes prdeddemment dtablis, le produit ee' i' ^ 
multiplid par le carrd du ddterminant relatif aux fonctions 


UUL 1 U V.J LI LAL-rLL^l lllXiiaiAU i3Ly J-LyLlUAU a SUll LCl llIC |J1 111"' 

cipal, qui est I’linite. 

Nous pouvons ainsi regarder comiue connu le produil 
Cela pose, faisons dans Tequation precedeiite e = o, un raisonne- 
inent tout semblable montrera que eeW' est I’invariaiit du polj- 
nome a trois variables s, o). 

Continuons de meme en supposant p = o, ^ = 0, puis enfin 
t; = o, z—o^y = o, on trouvera successiveinent que e, e’ est 
I’invariant de f{x, y, o, o) et £ le coefficient de x-, dans ie poiynome 
propose. Ces quatre coefficients pourront dtre calculds d’ane ma- 
niere directe, coinme nous I’avons annonce. 

En general, soil /(a?o, a;,, ...,^„)un poiynome liomogeiie a 
n + I indeterminees ; nomnions A; I’invariant du poiynome qu’on 
en deduit en annulant toutes les indetermindes Xi^.2y • • •: 

et Ag le coefficient de on ti’ouvera par la methode de decom- 
position en carres, dont nous nous occupons, le rdsultat suivant : 


Ag ^ A, 


A/ 

A/:-i 


X?. 


-tiL. 

A/)_i 


X?,, 


les fonctions lindaires ayant cette forme. 


X/ = -t- aXi-f-i -+- bxi+2 H- • • • -I- 


ou rt, bi .. .1 k sont des constantes rdelles. 

L’espece a laquelle appartient le poiynome f se determine done 
directement d’apres le nombre des terines positifs et ndgatifs de la 
suite 



ou, ce qui revient au m^rae, d’apres le nombre des variations et 
des permanences de la suite 

I, Ao, Aj, A2, ^n—li ^n- 

C’est done de ces quantities que depend la d 6 termination de I’ex- 
pression d^sigmie tout a I’heure par (i) dans le poiynome 


Relalivement an premier de ces polynomes, on trouve ainsi que 

I {a — bY 

a — (a — i){b 

^ — bY{a — cy(b — cy 

■ ^ {a — t){b — t){c — t) ’ 


O' 


le signe ^ representant la soinme des termes qu’on deduirait du 

premier en y faisant toutes les permutations des racines. Or ces 
formules sont prdcis^ment les fonctions de M. Sturm, sous la forme 
que leur a donnde M. Sylvester; de sorte que les considerations 
precedentes peuvent etre considdrees comme donnant une demon- 
stration nouvelle du theoreme de ce cdlebre geometre, demonstra- 
tion dont le principal caractere est de n’employer aucune conside- 
ration de continuite. 

A ces dernieres observations sur la reduction d'un polynome du 
second degre a une somme de carres, nous ajouterons un procedd 
donne parM. Moutard, professeur a Paris, pour effecluer I’opera- 
tion dans un cas ou la metlrode serait en defaut, par exemple s’il 
etait question du polynome 

f — <3. xy H- p 072 -h YjK-z 

dans lequel les carres des variables n’existent pas. On observe quo 

a/ = (aa7 + Y2)(«jK-*- P-z)— pT 

et qu’on pent ensuite ecrire 

4(aa7 + Y2)(ajK-l- Pz)= [a07 -+- H-(y - f" P)z]^ 

- [aa7- aj-t-(Y — P}2jb 

ce qui donne bien une decomposition du polynome propose eii 
trois carres. Et Ton pourrait operer d’une maniere semblable dans 
les cas analogues relatifs aunnombre quelconc[ue d’indetermindes. 


SUR 


LE RAYON DE COURBURE 

DES COURSES &AUCHES. 


Nouvelles Annales de Mathematigues, -i® serie, t, V, 1866, p. a97. 


On doniie dons I’enseignement uii calcul un pen long pour 
d^duire de la foi inule 

1 (fcp 
p ~ ds 

I’expression da carrd de I’inverse du rayon de conrbure an moyen 
des coordonn^es jk, z et de I’arc savoir 

-i- = -^[{dx d-y — dy d^xY-^-^dy d'^z — dz d‘^y)--\~{dzd’’~x — dxd'^zy]^ 

la variable inddpendanle dtanl quelconque. On pent I’abrdger 
comme il suit. 

Soil pour un inslant 

dx , dy dz 

a = —7- 3 o — -j- 3 c — -7— 3 

ds ds ds 

et faisons 

a' = a da^ h' = h dh^ o' — c dc^ 

I’angle de conlingence sera donnd par la formuie relative au 
sinus, savoir : 

sin^ = ( ab’ — ba' )^ + ( ac' — ca' - 4 - ( ic' — cb'Y\ 


exprebsiuxia j • • •• 

ah ' — ha' ■=■ a {b clb ) — b{a clcc)^ 
— a db — b da^ 


dx dy ^ ^ 

ds ds ~ds ds 


et cette derniere expression donne lieu a la rdduclion suivante 


dx d-y ds — dy d^ s dy d^x ds — dx d"- s _ dx d-y — dy d’^x 


ds ds^- ds ds"^ 

On a done par un calcul l)ien facile 


ds'^ 


ds. 


as-* 


et semblablement 


d.r d-z — dz d'^x , 
aC — ca' = — as, 


c/s** 


be' — cb' = 


, dy d'^ z — dz d'^y 


ds'^ 


ds, 


d’ou suit, comme on voit, la formule aunonede. 


SUR L’INTEGRALE 


Annali di Matematica, t. I (i® serie, 1867, p. i 55 ). 


L’inLegrale / presente deux cas bien distincts, suivant 

J \/\~ .ri 

que I’exposaiiL m est pair ou impair; dans le premier; elle est 
transcendante, dans le second, simplemenL algebrique et de la 
forme P\/i — a;-, P (^Lant un poijnomc entier en x qu’on obtient 
ordinalremeiiL au moyen du procdde de I’integralion par parties, 
mais que I’oii peat determiner didcrcmment el de inaniere a micnx 
mettre en evidence sa nature analjtiquc. 

Je chercherai en premier lieu le dcgr^ de P, en developpant 
suivant les puissances dccroissanles de la variable les deux 
membres de [’Equation 

(„ = 

J y I — ;/•- 

Dans le premier, le terme le plus 6 levd en x sera — et dans 

/n / — I 

le second \J — 1 , si Ton fait P == a,2?l^'+ 0 ! • •; de sorte 

que Ton a 

p = /?i — r , 

et I’on obtient en inline temps la valour du coefficient a, savoir 

I 

fU 

Cela fait je poserai, pour obtenlr P, 


r'^ T'" dr 


Or, en ddveloppantle second merahre suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable, le premier terme donnera la serie infinie 


G I , 1.3 , 

- - - = G ( I H X^-\ X* ■ 

yj I — x'^ \ ^ • 4 


1 . 3 . 5 . . . 9. n — I 

2 . 4 ■ 6 . . . 9 n 

x>"- dx 




Quant au second terme » il donnera ^galement 

\/i — a.-- v/i — 

naissance a une serie infinie, mais coinmengant ^videmmeiit par 
la puissance . Comme P est un polynome fini du degr^ m — i , 
il est clair qu’en posant m — i=z2/i, I’elTet de ce second ternie 

G 

- venant apres 


doit ^tre de d^truire tons ceiix de la serie 


1 . 3 . 5 ... 9 /I — I 

2 . 4 • (3 ... 9 72. 


v/i — 


x-'‘, d’oLi cette conclusion : 


Dans V equation (i), le polynome ^ est, d un facteiir constant 
pres, ensemble cles premiers termes du deoeloppement de 

(i — jusqu’au terme en x-'^, suivant les puissances 
ascendantes de la variable. 


Pour determiner le facteur constant C, il suffira de profiter de 
la remarque faite tout I’lieure que a = on devra done poser 


d’oii 


I . 3 . 1) ... 2 71 1 

2 . 4 • (> . . . 9 71 


^ _ I 2 . 4 • <3 ... 9 71 


771 I . 3 . 5 ... 2 72. 


J’observerai enfin que I’^quation (i) dilTf^renlide donne 


r/P 

x"‘ = - - ( I — X-) — Px, 
ax ’ 


d’ou Ton tire aisdment une equation lindaire du second ordre sans 
second membre, car il suffit de diff^rentier une seconde fois, puis 
d’eliminer 1ft tprmft indT^npnrlnnt rip P pt rip cpc trrSpc On 


a-' ( I ~ .r2 j 


d'^P 

da- 


dP 

-f-|( m — 3 )a'-— m] -\-(m — i ),r P = o. 


Cette equation est verifide en posant P = - — ' ; aiiisi, en 

sf I — a:- 

pavLageant dUine maniere quelconqae le developpement or- 
donne suivaiit les puissances croissantes de x de la serie 

_ J_ 

(i — X-) ", les deux parties satisfont d une mime equation dii 
second ordre. 


dx 


J’arrive au cas de m pair clans I’integrale ^ -' i et je pose 
alors 




\/ i — X- 

P''‘ .T"‘ dx , /*■' dx 

/ -== = IH/i — .r^-hE / ; 

V‘ — v'l— 


£ dcosignant une constante et |li1 un nouveau polynome, commen- 
Qant coraine tout ^ I heure par le terme u ajouLe pas 

de constante, le second memhre clevant^Lre comme le premier une 
fonctlon impaire de la variable. La grande dilTdrence de nature 
analylique cles relations (i) et (2) va se manifester I’dgard des 
polynomes P et |ll, car, en opdrant absoluinent comjne plus haut, 
on obtient cette conclusion : 


Dans d equation (2) /e polynome^ est, dun facteur pres, 
C ensemble des premiers termes du dioeloppement de la jonc- 
j arc sin a? . , 

Lion transcendante —=== jusquau terme en x-'^~\ suwant 
/ 1 — x'^ 

les puissances ascendantes de la variable. 


Ce ddveloppement bien connu, et que donne imm^diatement 
lV‘cruation 

dy 


dx 


(i - x’>-')~xy — \, 


savoir 


a re sin.r 

y \ — X- 


X -t- 


2.4 

3T5 


a;® +, 


3 . 5 . 7 . . . 2 /i — I 


x-“~' -t- . 


• * 1 



conduit, en laisant m = 2 /z, a 1 expression siiivante 


( 2 , 2.4 


2 . 4 • ■ . .'Xll — g 

3 . 5 . 7 . . . /i — 1 


Et en meme temps on arrive a la determination de e ( 

2 . 4 . 6 • . . 2 n — 2 I I 

3 . 5 . 7 . . . 2 — I /n ~ 2 /I ’ 

d’oLl 

1 . 3 .'). . , 2 /I — I 

e j 

2 . 4 • u ■ . . 2 


c’est-a-dire, precisement, le coefficient de x-'^ dans 1 

_.i 

merit considere plus haut (1 — x-) 

On tire aiseinent de ce dernier r^sultat la proposilii 


/ 


£'n desigiiant par F(x) uii poly no me entier, 

'‘V{t)cIcc 1 r j' 

■ sera de La jorme 
d X — x'^ 


1 — 6 




dx 


^{x) designant aiissi ua polynome entier, eL le coe 
La partie transcendante s’obtiendra en calculant le 
pendant de x dans le developpewient de F express io 


suivant les puissances dicroissantes de la variable. 

Mais on peut le demontrer iinmediatement en 
d’abord que Ton a evidemment J f (' ^ ) d.r 


\/ 1 — 


I’inl^grale difinie 2 f *' pent s’obtenlr e 

z decrivant un cercle de rayon infini, ayant s 

1 origine. 11 faut, a cet elFet, developper suivant les 
decroissantes de z Texpression propos^e 


Or, F(5) etant un polynome enlier, la quantite 

ne renferme qu’un nombre fini de puissances positives, el, en 
ddsig-nant par p le terme inddpendant de la variable dans cette 
quantite, I’integrale cherchde se rdduira simplement a celle-ci, 




0 r dz 

/ — = ‘iTrp, 
— J 


de sorte que I’on a bien p = e. 

On arriverait enfin an rdsultat, par une voie purement alge- 
brique et tres simple, en partant de I’dgalitd 


/ 


F(a:) r/T 
/ 1 — 


1 — £ 


r dx 

J 7 ^ 


II sLiffit en effet de difl’drentier, de ddvelopper ensuite les deux 
membres suivant les puissances ddcroissantes de la variable, et de 

comparer les lermes en -• 



SUR 


LE DEVELOPPEMENT EN SERIE 

DES INTfiGRALES ELLIP'l’iaUES 

DK PREMIfeRE ET DE SECONBE ESPECE. 


Annali di Matematica, t. 11 (a° serie, 1868, p. 97). 
(ExtraiL d’une letlre ci Brioschi.) 


All lieu d’efFectiier suivant les puissances ascendantes de la \ 
riable x le d^veloppemenl des quantitds 




dx 


L v/ii 


/•- 37® dx 


V/(,l — 37 ®j(l — /i-^ 37 ® j — 

je poserai dans ce qui va suivre 

f ^ ~ ^ \/(t— »•-}(' — 1^-^-) 51 > 

t/o — ^ 

f — . ^ 1 - ) ( ( - k-^ ^ (5;, 37®/^+! . 


De cetle maniere on obtient pour les coefficients eL ( 
polynomes rationnels et entiers par rapport au module, dont vo 
quelques propriet^s. 

En premier lieu, reduisons a un terme alg^brique, et atix foi 

tinnfi Hft nrfilTIlPrP Pt dp Cppnndp pcr\^pp I’m h<io-rcilp 


en posant cette egalite, ou 1 exposanl n est entier, P un polyiiome 
entier en A et B des constantes, savoir : 


r' f/c-.r- 

/ /(I — ^2 


f /c-.rS dx 


) ( 1 — k‘^x'^) 


P /( ( — ( I — /c- X- ) 


'X 

» r ii 

Ja /(» — •2^' 


/(.I — ^-2) (l — k-x-) 
dx 


2 ) ( I — /d x^ 


on aura 


A = B = a„. 


Une seconde propri^td consiste en ce que les polynomes et {3„ 
5ont les denominateurs et num^rateurs des rdduites de la fraction 
continue (’ ) 


k- 


• 2(1 _i_/c 2 )_ 


g/fs 


4(1 + 4-2; 


■2T /v2 


(i(l -1- k-)- 


4i)/c2 


S{l + 42)-.. 


reprdsentant le quotient 



k-x- d.r 

/i I — a.' 2 )( I — k-x-) 

dx 


Introduisons, au lieu du module, la quantity /c q- ^ = 2 e, et 
posons 


k"r\n. 

3 . 5 . . . a /i -H I 


3 

I-* .7 


3 . 5 ... i ft i 


(') Ccue 
dtisigne par 


assertion n’est exacLc qu’i des 

p 

la rdduite, on a 


factcurs 


P 


n> 


iiurndriques pres. 


Si I’on 


1 . j . 5 . . . 'i /i + I 


2(n-t- 0 ^-^ 2n(n -1- i) A,j = (2n -)- i)^ 


cl^fi 


H Y. 2 n ( n-4- i) B ,i = ( 2 71 -t- I )- 


dt 

cm ns 


lit V ' / \ ' dt 

et euiin les deux equations simultan^es lin^aires que voici 


dt dt- 


M . . . 

3 £ — ^ — -H )X\Tl -H 2 ) A;j . 
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MODULE DES TRANSCENDANTES ELLtPTIQUES 

EN FONCTION DU QUOTIENT DES DEUX PERIODES. 

Annali di Matemalica, t. fll (2*^ sci’ie, 1869, p. 8r). 


On sail qu’en posant 



on a pour le module k- — /(w) ceLle expression, 




/TCW 9 oa * 

2 e -t- 2 e + 2 <3 '' H- . . . 

I -H- 2 -t- 6*'*'^'*’ -h 2 6*'-'''^'*^ -H . . . 


on la variable w eiiLi-e sous forme LranscendanLe, et j’ai observe 
ailleurs qu’en appliquant la formule de Maclaurin a la qiiandt^ 
y(fH-co) pour oblenir un ddvcloppement algdbrique par rapport 
a to, les coefficients au lieu d’etre rationnels, comme dans les 
diverses series cJldnienlaires sinto, costo, log(i -f-to), conliendront 
la transcendante numi^rique 

jo 

M’^tant proposd de calculer les premiers termes, j’ai did conduit 
un autre ddveloppement dgalement algdbrique, mais od les coeffi- 
cients sont purement rationnels, comme on va voir. 



§ 29 , et ou I’on fait 


s avoir 


7 t 



J( 1 + 

Tt 

2 J 








9 - 

2 . 4 2 . 4 . 6 . 8 ' 2 • 4 • y • J u 

■1 2.4-6 2.4-6.8.10 


+ . 


K= J i-h -^H- 


•4 




2. 4. 6. 8 2. 4. 6. 8. 10. 12 


:!L (1 ^ 

2J\2 2.4.6 2.4-6.8.10 


j’en. d^duis 


j 35 . 3 >. 7 '.y* 

<7^ b'^.q'* b'^.g-.q^' 

2.4 2. 4. 6. 8 2.4.6.8.10.12 


iJ^ K' — K _ 2 d _2 CO — i 
7c K' H- K Tt to -i- i 


et, le retour des suites dormant la valeur de g, on trouvera cette 
expression ou les coefficients sont lous rationnels, savoir : 

A-2 = infill /‘ii! fizzi.y 

2 \T^ iii i / ytc (i> ■+■ i / 


1 3 / 2 J 2 CO — i'N** 3 /2J^ CO — t \ 
1 5 \ t>y ij 5 \ Ti oi ij 


Faisant pour un instant 

2 J * 0) — i 

TC (0 -h i 

on aura done 


/ 


. 2J2-4- ir^ 

^ 2 J 2 — Tc: ^ 




y !;8 - 4 - ? V 
ID D ' 


et la s6rie en ^ du second membre aura cette propridt^, qu’en y 
changeant ^ en on a et 6 sont entiers, la nouvelle sdrie 

ainsi obtenue sera lit^e a la premiere par une Equation algebrique, 
cette relation entre les deux sdries dtant F^quation modulaire pour la 
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an cas le plus simple ou I’on suppose « = i, b — i, donne pour 
consequence que le d^veloppement suivant les puissances de ^ de 
I’expression 

I — 4/-2/i:'2 

r 

ne contient que les termes dont I’exposant est — 2mod4. 



dx 


SUR L’INTEGRALE 



(a — x ')^/ 1 — ^ 


Annali di Matematica, t. Ill (a® serie, i86g, p. 83). 


En supposant le radical y/ 1 — x- pris avec le signe +, on prouve 
ais^ment quej’on'a la valeiir 



dx 

{a — x)\J \ — X- 



le second membre ajant le meme signe que a donl la valeur 
absolue doit ^tre sup^rieure k I’unitd. Mais ce rdsultat suppose a 
r^el, el, si Ton fait en g^n^'al a = A-f- By/ — i , le signe du radical 
y/a“ — I se determine par la condition qu’en posant 


r 


— a ■+" b y/ — 1 1 

— I 


a et A aient le meme signe, on encore qne b et B soient de signes 
contraires, J’une de ces conditions entrainant I’autre. 



SUR LA TRANSCENDANTE E„. 


Annali di Matematica, t. Ill (2* serie. 1869, p. 83 ). 


En posant avec Cauchy 


3 . 5 . 7 . . . 2 n 


I r'^ . 
/ sin 


cos(e costo) 


Eint^grale defmie qui hgui'e clans cetLe expression dtant la trans- 
ceiidanle de Bessel, on trouve, lorsque n esL iin grandjjnombre, la 
valeur limite que void. Posons 


on aura 


£ = 11 sincp, 


E„ = 


lang ^ 


y/2 /ITT cos o 



SUR L’INTEGRALE Ct 


sin a dx 


— ax cosa -t- a 


Ballelin des Sciences mathematigiies , t. I (1870, p. 820). 




sin a dx 


X cosa -t- X- 


il est d’abord ais^ de voir que I’on a 


/(an-Tt) = — /(a); 


car, en faisant, dans I’expression 


^-1-1 

/(a -^Tz) = ~ j - 

«/_ I ' 


sin a dx 
ix cosa -f- x'’^ ' 


la substiludon x = — nous obtiendrons sur-le-champ 


^ ~b- 1 

/(a-H 7 t} = — / 

•y_ 1 1 ^ 


sinaci^ ^ , 

= — /( “)• 

1 1 cosa -1-^2 J \ / 


La fonction y(a) est done periodique, etil suffit, pour en obi 
la valeur generale, de la determiner en siipposant a compris e 
zero et tc. Faisant a cel elFet 


X — cosa = u sin a. 


ce qui donnera 


sin a dx du 

1 — 22? cosa -I- 07^ I -I- ^^2 


nous dcrirons 


sinan^ar ^ 

J , i — 2 2? cosa -1- a;* / 


de sorte que, dans le second membre, les deux int^grales repre- 

sentent les arcs les plus peLiLs, renfermes entre — ^ 

respectivement pour tangentes les quantit^is 

I — cosa a. — I — cosa tt - i- a 

— : = tans - el : = tans 

sin a ‘i sin« 2 

Or, a etant moindre que tt par hypoth^se, la premiere integrale 

sera par consequent *} mais la secoiide aura pour valeur Fare ^ 

diminue de tc, e’est-a-dire nous aurons done 

’ 2 


/(<^) 




sin a dx 


TC 


■2 


entre les limites indiquees pour la variable a, Maintenant la 
relation 

/(a H- It) = — /(a) 

donne cette consequence que, entre les limites Tret atr, /(a) a pour 
valeur — de sorte que nous nous Irouvons amene a I’expression 
analytique, par une integrale deiinie, d’une fonction discontinue 
egale a -h ^ ou — selon que la variable estrenfermee entre a/nr 

et (a/z + i)Tr, ou entre les limites (an — 1)71 el a/iTr, n etant un 
nombre quelconque. 

On voit done comment on pent etre amene, par les conside- 
rations les plus eiementaires du calcul integral, a la consideration 
si importanle en Analyse des fonclions discontinues, et j’ajoute 
que I’expression en serie trigonometrique de cette fonction par- 
ticuliere qui s’est ainsi ofl'erte se tire facilement de I’integrale 
definie. 

II suflit, en elFet, d’employer ce developpement connu, savoir : 


sin a 

1 — 2x cosa ■+■ 


— sina-t-rrsinaa-i- a?* sin 3 a-t-...-l- x>‘—'- sinwa • 


f 


et d’ observer qu’on a 
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suivant que esL pair ou impair, pour parveair au resuUat q 
donnerait la formule de Fourier, savoir : 




-It 


dx 


= ‘A sina -H 


sin3a 

3 


?in 5 a 
5~ 



II serait meme possible d’dtablir la convergence de la sdrie, 

limitanl le developpement de la fonction a se; 

^ ^ I — A a? cos a H- X- 

premiers termes, et considerant le resle qu’on trouvera sous ce 

forme, savoir : 


R„= sin(n-t- i)a / 

J _ , 1 : 


ar" dx 


— sin na / — 

^-1 I 


a ? dx 


9 .x COS a -t- . 


]Hais je ne m’y arrelei’ai poinl. 

line auLre integrale d^fiiiie eldmentaire conduit encore a 
m^me fonction discontinue, c’esl celle-ci : 

^ ‘ dx 

[a — x)\/\ — .r’-i 

dontla valeur est _ r ou ■ , suivant ctue la constante 

v/a- — 1 / a- — 1 

qui, en valeur absolue, doit etre supposde supdrieure a I’unitd, 
positive ou negative. II en r^suke, si Ton fait a~ qu’on 




s i n a dx 




suivant cj[ue sina est positif ou n^gatif ; mais celle expression 
difffere pas au fond de celle dont nous venous de nous occuper, ( 

s’y ramene en elYel par la substitution x = - qui serten g(5n( 

a I’int^gration cles radicaux de la forme \/i — x-. Sous une foi 
ou sous I’autre, le passage brusque de /(a) d’une valeur m 

5 -1- ou — semble moins cacb^ clans I’integrale c[ue clan 

serif! triP'OriniTif^trlffiift : car en snnnnsanh a infiniineni nelil e 


i ]a limite sup6rieui'e ^ = i , rendenl les integrales infmi 
c-est du inoins par I’interiTiddiaire de cette forme, du produit d’l 
quantite infinimenL petite par une quantile infiniinenl grande, ( 
se trouve r^alisd le passage brusque d une valeur nulle auneval 
fmie. 

Je remarque enfm qu’on a 

,'(»)= + f* j 

^ ^ .y_i (i — aarcosa -+-37^2 Vi— • ia7cosa 

etTintegraleest nulle, en general, puisquelafonction — 

prend lameme valeur auxdcuxlimites; toutefois, pour cos a = r! 
elle est infinie, I’expresslon a intdgrer entre les limites + i el 

I 

1 dr 


etant 


SCH 

LA CONSTRUCTION GEOMfiTRIQUE 

DE l’j:qua.tion 

RELATIVE A L’ADDITION DES INTEGRALES ELLIPTIQUES 

DE premiers ESPECE. 


Bulletin des Sciences mathematiques, L. II (1871, p. .>,1). 


La premiere construclion coniiue de ceLLc equation et qui a ele 
donnde par Lagrange resulte du rapprochement de la relation 

cosaraa = cos am (a? -I- a) cos am a? sin am(a‘ -t- a ) sin am A am « 

avec la formule fondamentale de la trigonomdtrie spheriquc. On 
en ddduit aiissi Line construction plane en posant 

X = cosam (a? -4- a 
Y = sin am (cc -1- a ), 

et determinant les points de rencontre de la droite 
cos am a = X cos am a: -h Y sin am a;' A am « 

avec le cercle 

-t- Y’- ^ I . 

Cette droite esL une tangente a I’ellipse 


/ X. /YAam/7. \2 



CONSTRUCTION G li 0 M K T R I Q U K . 

donL les axes ont pour valeurs 

A = cosanirt!. 


cos am a 
A a in « 


= sin am ( K — a). 
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Ayant done consLruit cetie ellipse ainsi que le cercle, I’un des 
])oints d’intersection aura pour coordonn4es 

X = cosam(^-t-a), 

Y = sin am (.r -l- a) 

et I’autre, en reinarquant que I’^qualioii de la droite ne change 
point si Ton change a en — les quantities 

Xfl = cosam {x — «), 

Yq = sin am (ar — a ). 

On voit done qu’en menant Tune des deux taugentes a i’ellipse 
par le point 

Xo = cos am (a; — a), 

Yy = sin am {x — «), 

cette construction donnera d’abord celui-ci 


X = cosatn(;i; -<-«)) 
Y = sin am (.?: -h «), 


puis, en continuant dans le meine sens, 

Xi = cos am (a? -h 3 a), 

Y; = sin am (a? •+• 3 a) ; 

et, en gdndral, le cotie du polygone inscrit au cercle et cir- 
conscrit h I’ellipse conduira k la construction des quantitds 


cosam [x {xn -1- i)a], 
sin am [a-/ -t- ( 2/1 -h i)a]. 



5oo 
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Ces resLiltats pourraient, sans doute, se d^montrer directement, 
en determinant, sur la figure, le rapport des variations des coor- 
donndes des points de rencontre, avec le cercle, de deux tangentes 
infiniment voisines, mais je ne m’y arr^terai point, m’^tant seu- 
lement propose de rapprocher Tune de I’autre deux constructions 
geometriques de natures bien diff^rentes. 



SUR 


L’fiLIMINATION DES EONCTIONS ARBITRAIRES ('). 


Cow's d’ Analyse de I’ Nicole Polytechniqiie, t873, p. 215-229. 
Paris, Gaulhier-Villars. 


L C’esL a regard cles fonctions de plusieurs variables qne se 
prdsente la question de la formation des Equations aux difif^rences 
partielles, c’est-a-dire des relations entre line fonction s, les va- 
riables ^5 j', et les deriv<^es partielles des divers ordres 

• • •• Consid<^rant d’abord deux variables seule- 

dx dy dx- ax dy 

ment, le premier point de vue sous lequel nous I’envisageons est 
celui qui s’oflVe dans l’(^tude des cones, des cylindres, des surfaces 
de rcivolution, etc. C’est en efiet la definition geometrique d'une 
famille de surfaces par un certain mode de generation qui conduit 
a definir analytiquement une fonction z de x et y par le systeme 
de deux equations 

y, z, a, A, B, . . ., L)= 0, 

( <\>(x,y, z, a, A, B, ..., L) = o, 

Oil entreiit un parametre variable a et un nombre quelconque Ji de 
fonctions arbitraires de a, representees par A, B, . . ., L. Obtenir 
une equation aux differences partielles, a laquelle satisfasse la 


(‘) Hermite a consaci’6 en 1S72 deux articles ti celle question, que Ton li'ou- 
vera dans le Report of the British Association, t. XLII, p. 233 , et dans le 
Messenger of Mathematics, t. II, p. 69. Nous croyons inutile de les I’eproduh’e, 
Hermite avant dfivp.lonnfi rns dpiiv Nntfis dans son Coars d' Analyse de I’Pcole 




question analogue a ceiie qui nous a prececiemment, conciuit a la 
formation d’une equation differentielle ordinaire d’ordre n. 

A cet effet, j’ohserve en premier lieu que les relations donnees 
permettent de considerer ^ ety comme des fonctions de z dont les 
derivees successlves 


dx 
dz ' 


d-x 
dz'^ ‘ 


y'= 


dy 

dz' 



s’obtiendront, soit directement si I’on pent avoir x ety explicite- 
ment exprimds en 5, soit par les regies relatives aux fonctions 
implicites. 

Dans ce dernier cas, nous aurons d’abord 


(^) 

puis 


( 3 ) 


dx 


d<D , d(z 

-j- y — A = O) 

dy dz 


d'l d'h , d'h 


dx 


! do do „ d-o 

dx dy dx^ 


X" x -H 2 x'y 


dx dy 


d-o d^o , d^o , d-o 

H — -j — 7 y — h — j — -r- X H — — '-T— y -1- — — - ~ 0 , 
dy- dx dz dy dz dz'^ 

d<l/ ,, d'h ,, d-h d-'h , , 

- X -+- y H —7 .r 2-1-2 - — L— ,r y 

dy dx‘- dx dy 


dx 




■f" -5 — T y - 
dy^ 


dx dz 


d-'\i , 


dyd 




dz-^ 


t = o> 


et ainsi de suite. 

En second lieu, je remarqiie que 


2 y) 


dtant la fonction qui resulte de rdlimination du parametre a, on 
reproduira identiquement la quantite z si I’on j remplace x ety 
par les valeurs que Ton tire de la resolution des equations (1), car 
aulreinent ce serait de deux relations conclure une troisieme qui 



I’egalite suivante 


( 4 ) 


^J± 

dx 




la seconde el la iroisieme celles-ci ; 
( 5 ) 


dz ,, dz „ d^z d-z , , d-z 

a? -i- -5— V H — x'^-h 0.—. — Y — rr v^ = 0, 
dy dx'^ dx dy dy^ “ 


dx 


(fi) 


dz dz 

d^z 

dx'‘ 


dx'^ 

dd 


^ dxdy 


f , t, , < « 

{x'f^yx')^ -^_y y 


z , , d"^ z 

■x-y -1-3 


dx - dy 


dx dy- 


d'^z 

dy"^ 


Les quanlites x\ x" ^ x'" , y\ y", y’" doivent etre remplac^es par 
leurs 3 'aleiirs en fonctions de 011 (^limin^es au moyen des rela- 
tions (a), ( 3 ), .... En continuant les m 6 mes calculs jusqu’a la 
ddrivee d’ordre n, on parviendra a un systeme de n Equatio ns 01^ 
les ddrivees partielles de I’ordre le plus ^levd seront dvidemment 

z of" z d'‘ z 

dx"-' dx"~^ dy* * dy"* 

ct, en y joignant les deux relations propos^es, il sera possible 
d’efFectuer I’elimination du param^tre a et des n fonctions arbi- 
traires 

A, B, ..., L; 


c’est le rdsultat cherchd, qui est ainsi line Equation aux differences 
partielles d’ordre n. Dans le cas le plus simple de n = i, lorsqu’il 
n’existe qu’une seule fonction arbitraire, cette equation aux diffe- 
rences partielles s’obtient immediatement en resolvant par rapport 
a a et a A les equations 

o{x,y, z, a, A) = 0, 

^{x,y, z, a, A) = o. 

Ayant en effet 

x = <P(x,y,z), 

A = W{x,y, z), 




et le resultat de I’dlimination de x' Ql y' entre ces Aquatic 
requation (4) est imm^diatement donn^ en ^galant h. z4ro le ( 
minant 

dz ^ 

dx dx dx 
^ dz df\? 

~ f/jK dy dy 
t/iF 


II. Soil, pour premier 


dz dz 


exemple, les Equations 


X = m z -t- a, 
y=nz-\-K, 


qui representent la g-^n^ratrice d’uii cylindre, nous aiirons 


dz 

dx 

A = dz 


dy 

I — m — n 


dz dz 

= m h n -r- — I ; 

I dx dy 


I’equation aux differences parti elles des surfaces cylindriqii 
done 


dz dz 

^ n-j 1 = 0. 

dx dy 


La ligne droite 

x — x^= a{z — ^o), 
y—y^=k{z — z^) 

esl la generatrice d’un c6ne; on trouve alors 


dz I 


dx z — Zq 

0 

dz 

T 

Ty 

' 1 

_ y X — X^ 

1 


(z — ^o)- 


, .dz , ^dz 


{z ~ z^Y 


surfaces coniques 




dz 

dy 


Les surfaces de revolution sont engendr^es par la circonf^- 
rence 

( a? — 35-0 )2 + ( jK — 7o )’^H- (-3 — ^0 )- = a, 
ax by ■+• C3 = A, 

ce qui nous donnera 


dz 

dx 

T 

— a?o 

a 

dz 

dy 

y 

— yo 

b 

— I 

z 

Zo 

c 


et par consequent requation aux differences parti elles 
[c(jK ~JKo)— 6(z — -0 
-f-[a(s — 3, 


cl^ 

dx 


dz 


c(ir — a?o)J-“ = b{x — x^)— a(7— jKo)- 


Les conol'des enfin ont pour generatrice la ligiie droite 

X — inz — p — <^iy — nz — )= 0 , 

ax -I- by -T- cz = 

qui se meat parallelement au plan fixe ax -d- hy cz — et 
rencontre la droite 

X = niz p, 
y zzz nz q. 


L’equation aux differences partielles se presente done sous la 
forme 


{x — m. 


, 1 dz 

+ (r— — <!)\inb ~ — (ma + c) 


dz 

dy 




qui devient plus simplement 
(^-rnz-p)^ 


-^{y — nz^-q) 


dz 

dy 


o, 


L1UJ3C11L a 1 ciiniuirtLiuj.! uc ucux. Cl, uc nuis luncLiuus armiraires. 
Soient, en premier, les Equations 

X — niz — p — A(s — a), 
y—„z — q = B(z — cc), 

representant une droile qai rencontre dans toutes les positions la 
droite fixe 

X = mz -h 
y—nz-^q. 

Nous trouverons d’abord 

y' — B H- n, 7"= o, 
x' = A. m, x" = o, 

et, observant ensuile que 

(7 — nz — b)k — (^x — mz — /3)B=:o, 

nous en conclurons 


(7' — /i) A — {x ' — ni) B = 0 

et, en ^liminant^^ 


iy — nz — q)x' — (x — mz — p)y' = in{ y — q ) — n[x — p), 

ou bien 

vx' — ity' = 

si Ton pose, pour abr^ger, 


U X — mz — /?, 


p = 7— nz — q, 
w = ni{y — q)— n{x — p). 


Ayant d’ailleurs 


dz 

dx 


CC — f" 


dz 

ly 



il en r^sulte ces valeurs 


x' — 


dz 

u J- w 

dy 


dz dz 


y = 


dz 

V H T W 

dy 

dz dz ' 


\ / 


r o " 


parUelles 


d- z 
dx- 




d-^z 

_4_ -2 

dx dr 




d^z f dz 

dy'^ V d,x 


~ o. 


Elie se simplifie si Ton suppose m = o, /? = o, n — o, ^ = o, de 
sorte que la droite fixe soil I’axe des et devient 


d^ z 
dx"'- 


x^ -H- 


d^ z z „ 

2 — _ xr H — p— — 0* 

dx dy dy- '' 


Les surfaces gaudies a plan direcLeur ayant pour g^n^ralrice 
la droite 


(LX -r by 4- cs = a, 


X — iV Z — H 1^ j 


parallele a un plan fixe 


ax -h by -h cz = 0 , 


conduisent au calcul suivanL. 
Nous aurons d’abord 


puis 


ax'-h by' -r- c = o, x' = A., 
x"=o, y" = o, 
de sorte que I’dquation (5) devient 


d^z 


d-^. 


dx^ ^ ^ 


, , d^z 


Cela dtant, les deux relations 


ilonnent 


! It cLz . I 

ax + by=.-o, 


dz 


dz 


Lorsque le plan directeur est le plan des yz^ il faut supposer 
6 = 0 , c = o, et Ton a simplement -j~ = o; r^sultat Evident a 

priori, 1’ elimination cle a donnant pour z un binome dii premier 
degre eny. 

Ce sont enfin les surfaces reglees dont la g^n^ratrice a pour 
equations 

a? = Az-i-B, y — a.z-\-c, 

qui serviront d’exemple d’dlimination de trois fonclions arbitraires. 
Or, ayant dans ce cas 

x' = A, x" = o, x"'—o, 

y = a, /'=<), y"=o, 

les equations (5) et (6) de la page 5o3 donnent sur-le-clianip 

(l-z A2 A _ 

dx^ ^ dx dy ol ^ dy- 

^ d^ z A2 ^ d:-' z A d^ z 

dx'^ cc^ dx^ dy a- dx dy- a dy'^ ’ 

de sorte qu’en faisant pour un instant 

d'^z // d- z \- d- z (t- z 
dx dy y \dxdvj dx'^ dy'^ 

C0 = ^ ^ =, 

dx'^ 


I’dquation aux differences partielles du troisifeme ordre sera 

d“z d^z d^z d'^ z 

dx^ ^ ^ dx’’- dy ^ ' dx dy- dy'^ ~~ 

IV. La consideration des surfaces enveloppes, oii s’offre un 
mode de generation entierement different des precedents, conduit 
en Analyse definir une fonction z de x ety par deux equations 
contenant un parametre variable a et dont I’une est la clerivee 


s’expriment ainsi : 

(i) /(.r, jK; 3 , a, A, B, . . . , L) = 0, 

(2; — =0, 


et nous nous proposerons encore cle former, entre la foncLion et 
les variables independantes, une Equation aux differences partlelles 
qiii subsiste quelles que soient ces foncLions. 

A. cet ellet, je congois que x et 7 soient determines par les 
equations (i) et (2) en fonction de de maniere a avoir toujours 
les relations obtenues page 5 o 3 


dz , dz , 

-7- a? H — ^ r — t — o. 

dx dy '' 

dz ,, dz ,, d-z , 

dx dy dx^ 


d- z 
dx dy 


a-' y' 



0, 


dx 


mais je procederai differemment pour calculer les derivees — 

ciz 

I dy ^ n * 

y = en mettant u prolit une circoiistance importante qui 


s’oll're lorsqu’on vent tirer de ces equations les derivees partielles 
^ et DilFerentiant pour cela la premiere par rapport a x^ en 
supposant a fonction de a?, jk, il vient 


df df dz df d% 
dx dz dx dx dx 


on simplement, d’apres I’equation (2), 

df df dz 

dx dz dx 

et I’on obtiendrait de meme 

df df d.z _ 

dy dz dy 


Or nous n’avons plus dans ces relations les ddrivees des fonc- 
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A, B, L, en observant que par exemple, etant line fonc- 

tion enti^rement determinee de x ety, que j’appellerai pour lui 
moment 0 (:r, j), on aura 

f/0 , rfO , 

dz dx dy 


d’oLi I’on voit qii’on devra ecrire 


d^ d-^Z , diz , 
- X -h — —y 


dz 


dx"^ dx dy ’ 


et pareillement 


'(I) 


dK 




dx dy ^ dy '^ ^ ' 


D’apriis cela, en repr^sentant les di^riv^es parlielles du premier et 
du second ordre par />, r, 5, afin d’abrdger i’^crilure, nous 
aurons, pour di^terminer x' et ces deux Equations 


dx'^ ^ dx dy ^ dx dz 


d-f 

dx dy 
"h 


d^f 

, 

d -^ f , 

1 

d\f\ 

dx dz 1 

dydz 

dz-^) 


d'f 

, , d\r 


■x' 


dy dz 


dV 

, 

d^ f , , 


dx dz i 

dydz^ 

dz'^ j 


df , , , , 

-^{rx -i- sy) 


dj\ 


0, 


et il est clair qu’en continuant de diiKrentler par rapport a on 
formera de proclie en proclie les d^rivdes de x ety jusqii’a 1111 
ordre quelconque n — 1 , avec cette circonstance que les derivces 
partielles de z jusqu’a I’ordre n seront introdiiites dans leurs 
expressions. II en resulte qu’en les substituant dans les relations 
( 4 ), ( 5 ), ( 6 ), . . de la page 5 o 3 , on sera conduit a un systeine de 


ELIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 5ll 

efFectuer 1’ elimination da parametre et de n fonctions arbitraires; 
c’est le resultat cherche, qui est ainsi une equation aux differences 
parti elles d’ordre n. 

Nous allons en faire I’application a deux exeinples tir6s de la 
G^om^trie, apres avoir remarque que les Equations ci-dessus, en 
x' et jointes a la relation (4) de la page 5o3, savoir 

px'^qy'— I = o, 


donnent, par Tdlimination de x' el y\ la condition A=: o, A dtant 
le determinant du sjst^me suivant 




df 

dx'^ 

dx dz P 

dz 

d\f 

dx dy 

d- f 

~t~ , , P 

dy dz 

iL 

dz 

d\f 



dx dz 

_U. n 

"dP P 



d\f 

dx dy 

tl 

dy-‘- 

d’^f 

dy dz 


dx dz ^ 
d '^ f 
dy dz 

dz^ ^ 


df 

-ys 

dz 

ft 


Mais si I’on ajoute aux termes de la premiere et de la deuxieme 
ligne horizontale ceux de la troisieme, multi plids d’abord par p 
et ensuite par g, on aura plus simplement 


A = III. 2 


en posant 

oRo 

"III. 


dx‘^ 
(P- f 


dx dy 

±l 

dy^ 


d^ f 

'^df^zP 

d\f 

dy dz P 

. JLL r 

^ dy dz ^ 


- oiue, 
d^f 


dz'‘’ 

d\f 

dx dz 

dz- 


0 df 
P'-^Tz’’ 

d\r 


iLt 

dz 


dz ' 


V. Nous considdrerons en premier lieu les surfaces develop- 
pables, enveloppes des positions d’un plan mobile 


z oLx -It P^y -H B = o 


jJUblLlUllO U UliC spxici C UC XclJUll UUJLl»Lcllit 


{x — — B)2-i-(2 — %)-■= 

dont le ceiiti'e d^crit une courbe iquelconque. Oa obdent alors 
^ JU = r — a) r, 

i'D!> = pq 4-(z — a)jf, 

-S =\-+- — a) if, 

a 

et le parametre a sMlimine au moyen des reladons 

X — A-i-(s — a)/? = o, y — M -{-{z — a.)q = 0 ^ 

qui donnent, en subsLituanL dans P^quadon de la sphere, 

a 

z — % — — • 

On obtient aiiisi I’^quadon aux diir(^rences partielles du second 
ordre 

a^is - — rt ) — a[(i H- q"^)!' ~ ‘ipqs -l-(i )/■] \/i -r- p--{- q'^ 

— ( 1 p ~-\- = 0 * 

La relation g^n^rale dont nous venons de faire usage, a savoir 
ni)2— jt>a = o, 

peut encore se d^montrer tres facilement comme il suit. J(j 
reprends, a cet efFet, les deux Equations 

f y, -5, =‘)= o, 

“)= 

pour les difFdrentier successivement par rapport a x ety, en su[)- 
posant c[ue le parambtre variable tir^ de Tune d’elles en fonctioii 
de z, ait dte substitue dans Tautre. On obtient ainsi 

dcf dcf d(p da. _ dtp do d(f da 

dx dz ^ da dx ~ dy dz^ da dy ~ 

d^ da __ d^ d'i^ d^ da 


s’evaiiouit, nous en concluons la relation suivante : 


df 


df 

dx 

-L. n 

-^TzP 

dy 

d^ 


d<h 

dx 

'^d^P 

dy 


dz^ 


dz 
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Cela pos^, prenons en particulier 

(p(a7, jK, 3, aj = 


dx 


df 

TzP' 

^(x, y, z, a)= ^ ^^^9\ 


on en tirera imm^diatement 


do 

dx 


df 


d ’^ f 


dz P dx 


d\f 
dx dz 


<tf 

dz'^ 


dz 


r — q/U ) 


df df d'!f d'^ 

dy dz^ dx dzP 

f d'\f 

dx dy dy dz P 

d'^ , dh ^ d^f d- f 

dy dz ^ dy^ ^ dy dz ^ 


d^ f d- f df 

dx dz^ dz‘- P^ dz 


dz^ 


dz 


t = 


et, par suite, I’^quation cherchde 

\\\>^~ oiue = o. 


VI. Nous ne nous sommes occupy jusqu’ici de la formation des 
equations aux differences partielles que dans le cas d’une fonction 
de deux variables. Gonsiderons maintenant, par exemple, one 
fonction u de x, y, z, en la definissant par ces trois equations, od 
entrent deux parametres a, ^ et un nombre quelconque /i de fonc- 
tions arbitraires A, B, . . ., L de ces parametres, savoir : 

-s, a, «, A, B, . . L)= o, 

JK, z, u, a, p, A, B, . . L)= o, 

0(a?, jK, z, M, a, A, B, . . L)= o. 
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lion aux differences parlielles d'ordre n. La inenie conclusion 
s’oblieiidra aussi en consideranl les relations 

/(^) y % pi • • •) L)— ^1 ~ 0) — O) 

mais elle n’a plus lieu si I’on pose seulenient deux equations avcc 
un seul parametre variable, savoir 

y, ^1 u, a, A, B, . . L)= 0, 

, y, 3, M, a, A, B, . . L)= o, 

car alors on peut former une equation aux diflerences partielles 
d’ordre n, represenlant le resullal de relimination d’un nonibre de 
fonctions arbilraires superieur a ;/ et egal a :■ /? (n -f- 1 ). El quand le 
nombre des quantiles A , B, . . L n'esl point conipris dans celte f'or- 
mule, par exemple lorsqu’on le prend egal a quatre. de sorle qn’onne 
puisse pas oblenir une equation aux ddrivdes partielles du deuxieme 
ordre, on parviendra, en inlroduisant les derivdes du troisienie 
ordre, a plusieurs relations dislincles au lieu d’une seule. C’est la 
une circonslance que presente sou\ent I’diiminaiion des I'onelions 
arbilraires, et je ^ais en donner un exemple en considerant I’ex- 
pression 

^ =/[^. yi F2(r)J, 

ou et Eb(e) sont deux fonctions arbilraires de u et c, qui 

sent des fonctions delerniinees de x et j) . Qu’on foinie, en ell'ct, 
les derivees partielles du premier cl du deuxieme ordre de on 
obtiendra six Equations oil entrenl les quantiles 

F, (it), Fit it), FI (it). 

F,(e), Fi^r), 

dont I’dlimination ne sera pas possible, en gdndral. Mais, cn 
s’dlevant aux derivees partielles du troisidme ordre, on ajoute 
quatre Equations en inlroduisant seulen:ent deux nouvelles quan- 
litds F'"(it), F'^'(i/), de sorle qu’il deviendra possible de former 
autant d’equalions du troisienie ordre qu’il y a de manieres d’dli- 


fonctions arbitralres donne lieu a une conclusion precise, a une 
seule et unique equation aux dilFdrences partielles, et j’indiquerai 
encore celle d’Euler, savoir : 

z = ay)^ by)^. . .-4- F,j(a7 -t- ly). 

En faisant 


{x — a){x — b). . .{x — Z)=a7'^-4- px”--^ -h qx>‘'~--\-. . 5, 
on Lrouve facilement 


d'^z 


d'^z 




d'^z 


dy'‘ dx dy^~^ ^ dx- dy’'-—- 

Aiiisi, par exemple, 1’ expression 

z = ¥i{x ay)-h F 2 (x ~ ay) 
satisfait a requadon 

d^z „ d-z 
dy^~~^ dx^ 

qui s’olFre dans d’importantes quesdons de Mecanique et de Phy- 
sique. 
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